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Nota preliminar 
de la traductora 


Para iniciar en el estudio del álgebra a los alumnos universitarios, 
existen numerosos textos —tanto en castellano como en otros idio- 
mas— que presentan las materias en forma sistemática. Pero el tex- 
to escrito por el profesor Bruce E. Meserve difiere notablemente 
de esas obras, porque elude el tratamiento sistemático del análisis 
algebraico y presenta aquellos conceptos fundamentales que con- 
fieren unidad a la matemática y que por ser tan generales, se 
encuentran en todas las ramas de esta ciencia. 

Pocos textos de matemática tienen el atractivo que posee este 
libro, cuyo acierto principal es, sin lugar a dudas, la nueva orien- 
tación que da a las materias, al presentar el estudio de los temas 
del álgebra clásica desde el punto de vista del álgebra moderna, 
en forma tan general, que ésta sirve de enlace entre las dos po- 
siciones. 

El lenguaje sencillo y claro —reflejo, sin duda, del empleado por 
el autor en sus largos años de docencia—, contribuye a prestarle ese 
atractivo, al mismo tiempo que realza su valor didáctico. La tra- 
ductora se ha esforzado por conservar estas cualidades en la versión 
castellana. 


AMALIA VILLARROEL BASCOPÉ 


Prólogo 


El presente libro se basa sobre un curso de álgebra, que forma parte 
de aquél que bajo el título de “Conceptos fundamentales de mate- 
máticas” se ha estado desarrollando en la Universidad de Illinois en 
el transcurso de los últimos cuarenta años. En él se presentan y se 
aplican los temas de análisis junto con los de álgebra. El curso en 
referencia se completa con otro volumen dedicado principalmente 
a conceptos fundamentales de geometría. 

Se ha adoptado aqúí un punto de vista moderno del álgebra y 
del análisis, es decir, se reconoce la necesidad básica de conocer los 
conceptos fundamentales de estas materias, fuera de lo que pro- 
porcionan los cursos especializados de cada una de sus muchas sub- 
divisiones. Dicha necesidad la experimentan sobre todo los futu- 
ros profesores de matemáticas de nivel secundario, los estudiantes 
de nivel pre-universitario que se preparan para cursos superiores 
especializados de matemáticas y cualquiera persona que desee una 
amplia educación liberal. 

Durante varios años el autor y otros han empleado como texto 
la versión mimeografiada de este libro en el nivel superior pre- 
universitario y en los cursos de graduados?. La mayoría de los 
estudiantes de este nivel han estudiado, previamente, matemáti- 
cas (college mathematics) hasta el cálculo. Sin embargo, este libro 
también se ha empleado con éxito en aquellos casos en que no 
se exigía el cálculo como requisito previo. Hay abundante mate- 
rial para un curso de cuarenta y cinco horas de clase. 


*El texto dice “advanced undergraduate-graduate level”. (N. de la T). 
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Al tratar el sistema de números complejos y las teorías elemen- 
tales de números, polinomios y ecuaciones (Cap. 1 a 1v) se aplican 
los conceptos y la terminología del álgebra moderna. Los Capítu- 
los v (Determinantes y Matrices) y vı (Construcciones) dependen 
de los primeros cuatro capítulos, pero son independientes entre 
sí, El vasto alcance de este libro se debe a que se han considerado 
principalmente los conceptos fundamentales dentro de las diversas 
materias. Estos conceptos se ilustran con numerosos ejemplos y fre- 
cuentemente la teoría se amplía mediante series adecuadas de 
ejercicios. Este libro se preocupa principalmente de los conceptos 
fundamentales de las matemáticas superiores (álgebra y análisis) 
en su relación con las matemáticas elementales, De esta manera, 
pretende introducir los conceptos de las matemáticas superiores y 
lograr así que el lector adquiera un conocimiento acabado de las 
matemáticas elementales. 

El autor expresa sus agradecimientos al profesor E. B. Lytle, 
al profesor Echo Pepper y a la profesora J. H. Chanler, por su con- 
tribución al desarrollo del curso que dio origen a este libro. Cabe 
agregar que la profesora Chanler ha empleado como texto, en sus 
clases, la versión mimeografiada de este libro e hizo muchas suge- 
rencias valiosas durante toda la preparación del manuscrito, 

También debo agradecer las críticas constructivas de muchos 
alumnos, al profesor F, E. Hohn, que leyó el manuscrito, a mi es- 
posa, que dactilografió el manuscrito, y a los editores por su co- 
operación y su eficiente desempeño. El autor está sinceramente 
agradecido de todos y de cada uno de ellos, 


Bruce E. MESERVE 


Diciembre, 1952. 
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CAPITULO 1 


Nuestro sistema de números 


Casi todo el mundo emplea diariamente un sistema de números, 
sin embargo, pocos pueden describir con exactitud lo que es un 
sistema de números. En este capítulo nos esforzaremos por conse- 
guir una apreciación correcta de lo que son los números y algu- 
nas de sus relaciones entre ellos. A continuación se presenta un 
método de estudio de los tres sistemas de números que se usan 
más corrientemente hoy día: los números racionales, los números 
reales y los números complejos. Durante este estudio resultará 
evidente que estos tres sistemas se relacionan de modo que los nú- 
meros reales comprenden a los números racionales, y los complejos 
comprenden a los reales y a los racionales. Se mencionarán, bre- 
vemente, algunos otros sistemas de números. 


Il CONJUNTOS. Los números se asocian fre- 
cuentemente a conjuntos de objetos. Tres hombres, tres piedras, 
tres troncos, tienen una propiedad común que pudo haberse in- 
dicado primitivamente por ///. Presentaremos unas cuantas pro- 
piedades de los números en términos de conjuntos (se definen 
oportunamente) y de correspondencias entre conjuntos. Más ade- 
lante, adoptaremos algunos postulados como base para un estudio 
más completo de los números. 

El concepto de conjunto, clase, colección de elementos es fun- 
damental, no solamente en matemáticas, sino también en la vida 
diaria. Por ejemplo, uno a menudo se refiere a un par de zapatos, 
a un juego de palos de golf, a un juego de piezas de ajedrez, a una 
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baraja de naipes, a una colección de libros, a un juego de neumá- 
ticos para un automóvil, etc. En matemáticas se podría considerar 
el conjunto de números enteros positivos, los tres vértices de un 
triángulo, las raíces de una ecuación polinomia, el conjunto de 
números enteros positivos pares menores que 1.000, el conjunto de 
números primos positivos, la totalidad de los números reales, etc. 
En rigor, parafraseando a G. Cantor, definiremos un conjunto* $ 
como la reunión en un todo de objetos percibidos o considerados 
distintos; estos objetos se denominan los elementos de S. En la 
práctica, el lector logrará comprender todo el significado e impor- 
tancia de este concepto (así como de muchos otros), a medida 
que se haga mayor uso de él. 

Los números que el hombre primitivo usó primero para contar 
los elementos de un conjunto de objetos se llaman números natu- 
rales o números enteros positivos. Técnicamente, los números en- 
teros positivos son símbolos. Pueden escribirse como /, /f, /// 
25d, ii, iii, ..5 1,2, 3, ..; o de muchas otras maneras. Existen tam- 
bién muchos otros símbolos, tales como 0, —3, Y2; y m, que más 
adelante definiremos como números; es decir, ampliaremos el sig- 
nificado de “número” para incluir símbolos que no son enteros 
positivos. Sin embargo, consideraremos primero algunas de las 
propiedades básicas de los números enteros positivos. 

Cuando los enteros positivos se usan para contar los elementos 
de un conjunto, suelen llamarse números ordinales; cuando se em- 
plean para designar el número de elementos de un conjunto, se 
llaman números cardinales. Consideraremos el concepto de número 
cardinal en términos de las propiedades comunes de los conjuntos, 
de cualquier clase de conjuntos que tengan el mismo número car- 
dinal. 

La propiedad común a los conjuntos de tres hombres, tres pie- 
dras, tres troncos, pudo haberse observado por primera vez cuan- 
do cada hombre tenía una piedra en su mano o estaba sentado en 
un tronco. Esta propiedad común se comprende más fácilmente 
si se expresa por medio de correspondencias biunívocas, otro con- 
cepto fundamental de las matemáticas, Existe una corresponden- 
cia biunfuoca entre los elementos de los conjuntos A y B, siem- 
pre que cada elemento del conjunto Á corresponda exactamente 


*En el presente texto se indicarán con letra cursiva los términos nuevos al ser 
definidos o identificados por primera vez. 
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a un elemento del conjunto B y cada elemento del conjunto B 
sea el correspondiente de exactamente un elemento del conjun- 
to A. El número cardinal b de cualquier conjunto B, designa una 
propiedad común de todos los conjuntos 4. tales que los elemen- 
tos de cada conjunto A, puedan coordinarse en correspondencia 
biunívoca con los elementos de B. 

Podemos asociar, el mismo número 3, con cada uno de los con- 
juntos de hombres, de piedras y de troncos si y sólo si podemos 
contar los elementos de cada conjunto empleando los enteros 1, 
2, 3, es decir, si existe correspondencia biunivoca entre cada con- 
junto. y el conjunto de los enteros positivos 1, 2, 3. De aquí que 
el número 3 represente una propiedad común a los conjuntos de 
tres enteros, tres hombres, tres piedras, tres troncos y a cualquier 
otro conjunto de elementos que puedan coordinarse en correspon- 
dencia biunívoca con cualquiera de estos conjuntos. En otras pala- 
bras, todos los conjuntos que pueden coordinarse en corresponden- 
cia biunívoca con el conjunto 1, 2, 3, tienen una propiedad común 
que se designa con el número cardinal 3, En este sentido, el núme- 
ro cardinal 3 sirve para denotar cualquier conjunto de esta clase 
de conjuntos. Este concepto y el concepto de correspondencia biu- 
nivoca entre conjuntos, constituye el fundamento de nuestro estu- 
dio sobre las propiedades de los números cardinales. 


EJERCICIOS 


1. Nombrar o describir dos conjuntos de elementos que tengan el número 
cardinal 4 e indicar cómo se puede establecer entre ellos una correspondencia 
biunivoca. 

2. Repctir el Ejercicio 1 con otro par de conjuntos que tengan el número 
cardinal 4. 

3. Repetir el Ejercicio I con el número cardinal 10. 

4. Repetir el Ejercicio 1 con el número cardinal 20. 


1-2 LOS NUMEROS CARDINALES. Si 
para un conjunto dado $ de elementos existe un número entero 
positivo N tal que los elementos de $ puedan coordinarse en co- 
rrespondencia biunívoca con el conjunto de los enteros positivos 
1, 2, ..., N, decimos que $ es un conjunto finito con el número car- 
dinal (finito) N. Si no existe un número entero positivo N que 
tenga esta propiedad, y si $ tiene, por lo menos, un elemento, de- 
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cimos que $ es un conjunto infinito. El número cardinal de cual- 
quier conjunto finito puede obtenerse contando los elementos del 
conjunto, es decir, corresponde al mayor número ordinal que se 
necesita para contar los elementos del conjunto. El concepto de 
número cardinal considerado como un representante cualquiera 
de una clase de conjuntos permite asociar números cardinales trans- 
finitos con conjuntos infinitos (Cap. 1-13). 

Las comparaciones entre números cardinales deben concordar 
con las comparaciones correspondientes entre los conjuntos de ele- 
mentos representados por los números cardinales, En efecto, los 
números cardinales a, b, que representan los conjuntos 4, B, son 
iguales (se escribe a = b) y se dice que los conjuntos son equiva- 
lentes si existe una correspondencia biunivoca entre los elementos 
de los dos conjuntos. El número cardinal a es menor que el nú- 
mero cardinal b (se escribe a < b) y b es mayor que a (se escribe 
b > a), si después de asociar cada elemento de A con un elemento 
de B (uno a uno) queda, por lo menos, un elemento de B, al que 
ño le corresponde ningún elemento de A, y no existe entonces una 
correspondencia biunívoca entre los elementos de B y los elemen- 
tos de A. La segunda condición es superflua, en el caso de los 
conjuntos finitos, pero necesaria para los conjuntos infinitos. Por 
ejemplo, si ambos conjuntos A y B comprenden al conjunto de 
todos los números enteros positivos n, existe una correspondencia 
biunívoca (n a n) de cada entero consigo mismo y el conjunto A 
tiene el mismo número cardinal que el conjunto B. Sin embargo, 
se puede establecer, también, una correspondencia biunivoca (n 
a 2n) entre todos los números enteros de A y los números enteros 
pares de B. En esta correspondencia entre dos conjuntos infinitos 
quedan elementos de B (los números enteros impares) que no co- 
rresponden a ningún elemento de A. Consideraremos este proble- 
ma en forma más detallada en muestro estudio sobre los números 
cardinales transfinitos (Cap. 1-13). Como ejemplo para el caso de 
conjuntos finitos, sean Æ el conjunto de alumnos de una clase, y 
B el conjunto de sillas de la sala de clases. Si cada alumno tiene 
una silla y cada silla está ocupada por un alumno, entonces a = b. 
Si cada alumno tiene una silla y, por lo menos, queda una silla 
sin ocupar, entonces a < b. Si todas las sillas están ocupadas y, por 
lo menos, un alumno no tiene silla, entonces a > b. 

Un conjunto de elementos B se llama subconjunto de un con- 
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junto A, si cada elemento de B es un elemento de 4; y se llama 
un subconjunto propio si es un subconjunto y hay, por lo menos, 
un elemento de A que no es un elemento de B. Un conjunto que 
no contiene ningún elemento es un conjunto vacio o nulo y se 
considera como un subconjunto de cualquier conjunto. Usando 
esta terminología, a = b si A es equivalente a un subconjunto de 
B, y B es equivalente a un subconjunto de A; a < b si A es equiva- 
lente a un subconjunto propio de B y B no es equivalente a nin- 
gún subconjunto de 4. Dados dos conjuntos finitos A y B cuales- 
quiera con números cardinales a, b, podemos comparar los números 
cardinales por medio de los subconjuntos 1, 2, ..., a y 1, 2, ..., b 
del conjunto de los números enteros positivos, Sea C el conjunto 
1, 2, ..., c de números enteros positivos que se encuentran en am- 
bos subconjuntos. Si c = a y c 74 b, entonces a < b.Sic=a y 
c = b, entonces a = b. Si c = b y c 4 a, entonces b < a. De esta 
manera, hemos demostrado que para dos conjuntos finitos A y B 
cualesquiera con números cardinales a, b, debe ser válida exacta- 
mente una de las relaciones siguientes: a < b, a = b, o bien, a > b. 

El ejemplo anterior de los alumnos, puede ampliarse para ilus- 
trar la suma de los números cardinales. Sea G* el conjunto de 
niñas de la clase, B* el conjunto de niños, C* el conjunto de si- 
llas y g, b, c los números cardinales respectivos de estos conjuntos. 
Si cada estudiante tiene una silla y cada silla está ocupada por 
un estudiante, entonces, c = g + b. En general, dados los conjun- 
tos A, B, C, en que A y B no tienen elementos en común (es decir, 
que los conjuntos A y B son mutuamente exclusivos) , podemos escri 
bir a + b = c, cuando existe una correspondencia biunivoca en- 
tre los elementos de C y la totalidad de los elementos de A y B; 
en otras palabras, C es equivalente a A + B en que la suma de 
conjuntos ha de entenderse en el sentido de la teoría de conjuntos, 
como totalidad de los elementos. De esta manera, puede compren- 
derse fácilmente la adición de dos números cardinales cualesquie- 
ra por medio de correspondencias biunívocas. También se puede 
definir la multiplicación de los números cardinales. La sustrac- 
ción y la división se pueden definir sólo en casos especiales, Por 
ejemplo, se puede escribir c — b = a, si y sólo si existe un número 
cardinal a tal que c = a + b. 


*En inglés G de girl, niña; B de boy, niño; y C de chair, silla, (N, de la T). 
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El producto de dos números cardinales, así como el producto 
de dos números enteros positivos, puede expresarse utilizando el 
concepto de adición sucesiva: 1 «a=a,2+-a=4 + a, 3 : a = a 
+8 +4, ... Si el número de niños es igual al número de niñas 
en la clase a que nos referíamos anteriormente, entonces g == b y 
c = b + b = 2 » b, En este caso, el producto ab = 2b es el nú- 
mero cardinal de un conjunto C equivalente a la suma de la totar 
lidad de los elementos del conjunto C, de sillas ocupadas por las 
niñas y del conjunto C, de sillas ocupadas por los niños, En ge- 
neral, se escribe c = ab, siempre que C sea equivalente a la suma 
de la totalidad de los elementos de los conjuntos Ci, Cg, «.., Ca mu- 
tuamente exclusivos; cada C; es equivalente a B, y existe una 
correspondencia biunívoca (que se ha señalado con subíndices) en- 
tre los elementos de A y el conjunto de conjuntos C,. En el ejem- 
plo anterior, C es equivalente a B + G, B es equivalente a G, y 
existe una correspondencia biunívoca entre los elementos de A, 
por ejemplo, a,, &s y el conjunto compuesto de los elementos B, 
G. Se puede escribir también c/b = a, siempre que c = ab, 

Las cuatro operaciones racionales (adición, sustracción, multi- 
plicación y división) se examinarán ampliamente en el presente 
texto. En el caso de los números cardinales, se ha visto que la sur 
ma de dos números cardinales cualesquiera es un número cardi- 
nal; la diferencia entre dos números cardinales es un número car- 
dinal, para los casos en que esté definida; el producto de dos nú- 
meros cardinales cualesquiera es un número cardinal; y el cuo- 
ciente de dos números cardinales es un número cardinal, siempre 
que esté definido previamente. Además, nuestras definiciones bas- 
tan para permitirnos probar que: a) los números cardinales satis" 
facen las relaciones corrientes de orden para los números enteros 
positivos (Ejercicios 7 y 8); y b) que la suma (Ejercicio 9) y la 
multiplicación (Ejercicio 10) de números cardinales tienen las 
mismas propiedades básicas que se atribuyen a la suma y multi- 
plicación de los números enteros positivos (Cap. 15). 

Antes de considerar las propiedades de los números enteros po- 
sitivos convendría examinar, brevemente, los términos “operación” 
y “relación”. Dado cualquier par de elementos a, b de un conjun- 
to $, a menudo se asocia con ellos otros elementos, tales como 
a + b,a — b,a - b,afb de S. Tales operaciones se llaman opera- 
ciones` binarias en S. En general, un conjunto $ es cerrado bajo 
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una operación binaria ®, y la operación está univocamente de- 
terminada sobre el conjunto S, sí para todos los elementos a, b de 
S, el elemento a ® b es un elemento único de S. Las operaciones 
binarias de suma y multiplicación ya se han definido sobre el con- 
junto de números cardinales. 

También se pueden comparar dos elementos a y b de un conjun- 
to S, Por ejemplo, a > b y a = b indican comparaciones o relacio- 
nes binarias entre los clementos de S. Una relación binaria © 
está definida sobre un conjunto S, si para todo par ordenado (a, 
b) de elementos de S, puede determinarse si la relación es válida 
o no. Se dará por aceptado que cualquiera relación binaria debe 
ser válida o no serlo. Básicamente, supondremos que dados dos 
números cualesquiera a, b precisamente debe ser válida una de 
las relaciones a b, o a + b. En este texto nos ocuparemos de 
las operaciones binarias y las relaciones binarias. En general, el 
conjunto S estará determinado: el conjunto $ podria ser un con- 
junto particular de números o un conjunto de polinomios de cier- 
tas variables definidas con coeficientes pertenecientes a un con- 
junto particular de números. Nos preocuparemos de definir o de 
indicar las características de todas las relaciones empleadas, te- 
niendo en cuenta sus propiedades fundamentales, es decir, se es- 
tablecerán propiedades de la relación tales, que todas las proposi- 
ciones en que aparezca la relación, serán válidas para todas las re- 
laciones que tengan estas propiedades. 

Las operaciones binarias de adición y multiplicación se tratarán 
de la manera ya descrita, es decir, se intentará caracterizar estas 
operaciones mediante sus propiedades básicas. En efecto, el desa- 
rrollo del sistema de números considerado en este capítulo, es 
esencialmente una consideración de las propiedades básicas de las 
relaciones de equivalencia, de Jos números enteros positivos, de 
la adición, de la multiplicación, de las relaciones de orden, de los 
números inversos, de las operaciones inversas, de los números ra- 
cionales positiyos, de los números negativos, de los números reales 
y de los múmeros complejos. El orden de las materias en este es- 
tudio sigue fielmente aquél de la evolución histórica de nuestro 
sistema de números. La forma de postulados en que se presenta 
la materia obedece a una formalización matemática relativamente 
moderna que acentúa los conceptos fundamentales sobre los que 
se basa el álgebra (véase Bibliografía N? 10, págs. 221-232). El 
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modo de abordar la teoría de los conjuntos es también compara- 
tivamente reciente (véase Bibliografía N? 28). En el N? 17 de la 
Bibliografía, se encontrará una relación no técnica del desarrollo 
del concepto de número con muchas anécdotas históricas. 


XJERCICIOS 


l. Dar un ejemplo de suma de números cardinales utilizando conjuntos 
de elementos. 

2. Dar un ejemplo de sustracción de números cardinales, utilizando con- 
juntos de elementos. 

3. ¿Está determinado a —- b para todos los números cardinales? Explicar. 

4. Proponer un ejemplo de conjuntos A, B, que satisfagan las siguientes 
condiciones: (a) a = b; (b) a = 2b; (e) a = 4b; (d) a < b. 

5. Citar un ejemplo de conjuntos 4, B, que satisfagan las siguientes condi- 
ciones: (a) que a — b esté definido; (b) que a — b no esté definido; (c) que 
ajb esté definido; (d) que a/b no esté definido, 

6. Valiéndose de sus conocimientos sobre números enteros, indique una 
correspondencia biunívoca entre los números enteros positivos y (a) los nú- 
meros enteros positivos pares; (b) los números enteros negativos; (c) los nů- 
meros enteros positivos múltiplos de diez; (d) las potencias enteras positivas 
de dos. 

7. Demostrar que para números cardinales a, b, c, cualesquiera se verifica 
(a) sia < byb <c entonces a < c; (b) sia < b, entonces a q € < bpe 
(6) sia < b, entonces ac < bc. 

8. Definir a => b para números cardinales a, b, cualesquiera y repetir el 
Ejercicio 7 para la relación = 

9. Demostrar que para números cardinales a, b, c, cualesquiera: (a) 
a + bes un número cardinal único; (b) a + b = b + a; (0) (a + b) 
+e=a+ (bo. 

10. Demostrar que para números cardinales a, b, e cualesquiera: (a) ab 
es un número cardinal único: (b) ab = ba; (c) (abje = abe); (d) 
(a + b) c = ac. be 


1-3 RELACIONES DE EQUIVALENCIA. 
Toda relación que tenga las tres propiedades siguientes, es decir, 
que sea: 


a, 

b implica b = a, 

b y b = c implican a = 6, 
)20( 


reflexiva, a = 
simétrica, 4 = 
transitiva, a = 


1-3 Relaciones de equivalencia 

se llama una relación de equivalencia. Puede demostrarse, como 
se indica a continuación, que la equivalencia de conjuntos es una 
relación de equivalencia y, por lo tanto, que la igualdad de nú- 
meros cardinales, tal como se define en el Cap. 1-2, también lo es: 
es reflexiva, puesto que Jos elementos de cualquier conjunto pue- 
den ordenarse en correspondencia biunívoca con ellos mismos; es 
simétrica, dado que cualquiera correspondencia biunívoca entre 
los elementos de un conjunto 4 y los elementos de un conjunto 
B, puede también considerarse como una correspondencia biuní- 
voca entre los elementos del conjunto B y los del conjunto Æ. Por 
último, es transitiva, ya que una correspondencia biunívoca entre 
los elementos de un conjunto Æ y aquellos de un conjunto B y 
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una segunda correspondencia biunivoca entre los clementos de B 
y aquellos de un conjunto C, dan origen a una correspondencia 
biunivoca entre los elementos de A y aquellos de C. Por ejemplo, 
en el caso de conjuntos finitos, si designamos los elementos co- 
rrespondientes de A, B, C por a,, bs, cy, respectivamente, obtenemos 
correspondencias similares a aquellas que se indican en la Fig. 1-1. 

También se puede demostrar, empleando las definiciones acos- 
tumbradas, que la “identidad” (=), la “congruencia” (e) de 
figura geométricas, y la “semejanza” (—) de figuras geométricas 
son relaciones de equivalencia. De esta manera, cada uno de los 
símbolos =, ==, =, ~ representa “igual a” en un sentido mate- 
mático bien definido. Ahora nos serviremos de la relación de equi- 
valencia = para describir las características de los números ente- 
ros positivos mediante los postulados de Peano. Como se señaló 
en el Cap. 1-2, se da por aceptado que dados dos números a y b, 
debe verificarse exactamente una de las dos relaciones a == b, 


a y b. 


LJERCICIOS 


1. ¿Expresa el signo < una relación de equivalencia? Explicar 
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2. Demostrar que la semejanza de figuras en geometría plana es una rela- 
ción de equivalencia. 

3. ¿Representa el signo 34 una relación de equivalencia? Explicar. 

4. Determinar cuáles de las siguientes relaciones entre estudiantes son rela- 
ciones de equivalencia: (a) tener la misma edad, por ejemplo: Ruth tiene la 
misma edad que juan; {b} ser mayor; (c) tener por lo menos la misma edad 
que...; (d) tener el mismo peso; (e) tener pesos diferentes; (f) tener mejores 
cahficaciones; (g) tener en común una característica cualquiera dada; (h) no 
tener cn común una característica dada, 

5. La propiedad de las personas de ser diferentes, ¿es una relación de equi- 
valencia? Explicar. 

6. Dar un ejemplo de una relación que sea transitiva, pero que no sea refle: 
xiva ni simétrica. 

7. Dar un ejemplo de una relación que sea reflexiva y transitiva, pero no 
simétrica. 

8. Dar un ejemplo de una relación que sea simétrica pero no sea reflexiva 
ni transitiva. 

9. Demostrar que, considerado como conjunto de elementos, el conjunto de 
los números enteros positivos es equivalente al conjunto de las potencias enteras 
positivas de diez 

10. lustrar la equivalencia entre el conjunto de puntos de un segmento de 
recta de una unidad de longitud y el conjunto de puntos de un segmento de 
recta de diez unidades de longitud. 

Il. Jlustrar la equivalencia entre el conjunto de puntos de una recta y 
el conjunto de puntos de una circunferencia a la cual se le ha suprimido un 
punto. 

12. Ilustrar la equivalencia entre el conjunto de puntos de un plano y 
el conjunto de puntos de una esfera a la cual se le ha suprimido un punto. 


1-4 LOS POSTULADOS DE PEANO. 
Ahora, vamos a iniciar el estudio de nuestro sistema de números 
siguiendo un orden lógico. En esta sección se formularán, prime- 
ro, cinco propiedades que pueden usarse para distinguir a los nú- 
meros enteros positivos; en seguida, se dará por aceptado que los 
números enteros positivos tienen estas propiedades (es decir, estas 
propiedades se considerarán como postulados para el desarrollo de 
nuestro sistema de números) y finalmente se empleará uno de estos 
postulados para obtener un procedimiento formaj para demostrar 
que una relación es válida para todos los números enteros positivos. 
Las cinco proposiciones siguientes se conocen con el nombre de 
postulados de Peano: 


prr 


1-4 Los postulados de Peano 
(Gi) tes un entero positivo. 

(ii) A cada entero positivo a le corresponde como sucesor un 
entero positivo único a. 

(iii) A ningún entero positivo le corresponde 1 como sucesor. 

(iv) Si a = b, entonces a = b. 

(v) Todo conjunto de enteros positivos que contenga a l y al 
sucesor de todo entero positivo del conjunto, contiene a todos los 
enteros positivos. 

El postulado (v) suele llamarse el principio de inducción com- 
pleta y constituye la base del principio de inducción matemática. 
Ya que todo entero positivo a tiene un sucesor a*, no existe un 
entero positivo mayor que todos los demás y no es posible veríficar, 
por separado, ninguna relación para cada uno y para todos los 
enteros positivos. Por consiguiente, para demostrar que una relación 
o proposición es válida para todos los enteros positivos n necesita- 
mos aplicar el principio de inducción completa. Más específica- 
mente, consideramos el conjunto $ de enteros positivos para el cual 
la proposición se verifica (es válida). Si 1 pertenece al conjunto $ 
y, para cada entero positivo k de S, el entero k* = k + 1 pertenece 
también a S, entonces, según el principio de inducción completa, 
todos los números enteros positivos pertenecen al conjunto S, es 
decir, la proposición es válida para todos los números enteros posi- 
tivos. He aquí el principio de inducción matemática: 


Si una proposición P(n) está definida para todos los valores ente- 
ros positivos de n de tal manera que P(1) sea válido y que la validez 
de P(k) implique la validez de P(k + 1) para un valor entero 
positivo de k elegido arbitrariamente, entonces P(n) es válida para 
todos los valores enteros positivos de n. 


Aquí vamos a hacer una digresión y consideraremos un ejemplo 
de este principio, aun cuando técnicamente algunas de las opera- 
ciones y símbolos, tal como n*, aún no han sido definidos. Supon- 
gamos que la proposición P(n) sea 


143454 + (Qn-1) =* 


Para n = 1 se tiene P (1): 1 = 1, lo que es válido. En seguida, sea 
k cualquier número entero positivo tal que P(k) sea válida, es decir, 
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143454... Qh—1) =}; 


sumando 2k + 1 a ambos miembros de esta ecuación, queda de- 
mostrada la validez de P(k + 1): 


1434- A A k (2k) A 


Luego, según el principio de inducción matemática, la proposición 
anterior P(n) es válida para todos los valores enteros positivos de n. 
Otros ejemplos de la aplicación de este principio pueden encontrar- 
se en el conjunto siguiente de ejercicios. 


EJERCICIOS 


Demostrar las proposiciones de los Ejercicios 1 a 3 aplicando los postulados 
de Peano. Demostrar las relaciones de los Ejercicios 4 a 9, aplicando cl principio 
de inducción matemática. 

1. Si a y4 b, entonces a* ye b*. 

2 at yaa 

3. Todo entero positivo a yé I es de la forma b*, en que b es un entero 
positivo. 


4.2+4+6+ + 2n = n(n + 1). 
5346+94 +3n= ZED, 


nin + 1)(2n +1) 
6 
7. x — y es factor de x" — y", siendo n un entero positivo cualquiera. 
8. x ma y™ es divisible por x -+ y, siendo n un número entero positivo 
cualquiera. 
9. xm» — y" es divisible por x™ — y” en que m y n son números enteros po- 
sitivos cualesquiera, 


A = 


1-5 LA ADICION Y LA MULTIPLICA- 
CION. Los postulados de Peano no bastan para delinir la 
adición y la multiplicación explícitamente, pero pueden emplearse 
para demostrar que cada una de estas operaciones puede definirse 
exactamente de una manera única que satisfaga ciertas condiciones. 
Por ejemplo, puede demostrarse (Véase Bibliografía N° 31; págs. 
4-5) que dados dos números enteros positivos cualesquiera a, b, se 
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puede definir univocamente un número entero positivo a + b, de 
modo que 


=a+i 


para todo entero positivo a, y 
a+ b= (a + by 


para todo par de enteros positivos a, b. Estas dos propiedades de la 
adición y los postulados de Peano pueden, por esta razón, aplicarse 
para demostrar que la adición de los números enteros positivos es 
única, asociativa y conmutativa, es decir, 


(i) si a y b son números enteros positivos, existe un entero 
positivo único e tal que a + b = c; 


Gi) (a + b)+ 0c=a + (040: y 
(ii) atb=b+a. 


Se indicarán los procedimientos empleados para demostrar estas 
propiedades. Un examen acabado de esta materia puede encontrar- 
se en el N? 81 de la Bibliografía; págs. 3-8. 

Se demostrará primero que a + b es único para todos los enteros 
positivos a, b. Sea a un número entero positivo elegido arbitraria- 
mente, pero fijo, y S el conjunto de enteros positivos b tales que 
a + b sea un entero positivo determinado univocamente. Por defi- 
nición y de acuerdo con el segundo postulado de Peano, 1 pertenece 
a $, ya que a* = a + 1 es un número entero positivo univocamente 
determinado. Si b pertenece a $, entonces (a + b)' se encuentra 
univocamente determinado (segundo postulado de Peano), y b* 
pertenece a $ dado que a + b* = (a + b)', de acuerdo con la segun- 
da propiedad de la definición de adición. Por lo tanto, $ contiene 
a todos los números enteros positivos, y a 4 b es un entero positivo 
univocamente determinado para todos los múmeros enteros positi- 
vos a, b. 

La demostración de que la adición es asociativa se obtiene de 
un modo similar (Ejercicio 1, más adelante) probando que el con- 
junto R de enteros positivos c tales que (a + b) 4- ¢ = a -+ (b + 0) 
contiene a todos los enteros positivos. 
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Para demostrar que la adición es conmutativa se requiere dos 
veces el empleo del principio de inducción completa. Se demuestra 
primero que a+ 1 = l + a para todo entero positivo a y luego 
que a + b = b + a para todos los números enteros positivos a, b. 
Sea T el conjunto de números enteros positivos a tales que a + 1 = 
1 + a. El entero 1 pertenece a T dado que 1 + 1 = 1 + L Sia 
pertenece a T, luego a + 1 = 1 + a y dado que ya se ha demos- 
trado la asociatividad de la adición, se puede aplicar la segunda 
propiedad de la definición de la adición dos veces y obtener a* + 1 
=(1+ D+1=e4(14 D)=04 UP =(a 1 (10 = 
1 + a’. Por lo tanto T contiene a* y de acuerdo con el principio de 
inducción completa, el conjunto T contiene a todos los números 
enteros positivos. Por último, sea a un número entero positivo 
constante elegido arbitrariamente y sea U el conjunto de los enteros 
Positivos b tales que a -+ b = b + a. Acabamos de demostrar que 
l pertenece a U. Para cualquier número entero positivo b de U, 
tenemos que a + b* =a + (b +1) = (04 b) +1 = 1 + (a +b) 
=1 4+ (b +a = (14b) +a= (b41) 4a=b"+a, de 
donde U contiene a todos los números enteros positivos (Ejercicio 
2) y se ha demostrado que la adición es conmutativa, 

Nos hemos servido de los postulados de Peano y de las dos pro- 
piedades de la adición que figuran en la definición de la adición 
para demostrar que la adición de dos enteros positivos es única, 
asociativa y conmutativa. Estas cinco propiedades de la adición se 
usarán extensamente en el desarrollo de nuestro sistema de núme- 
ros. Por ejemplo, se puede demostrar ahora la ley cancelativa de la 
adición, es decir, que a + b = a + c implica b = c (Ejercicio 3). 

El tratamiento de la multiplicación que aquí se indica es muy 
similar al de la adición. Puede demostrarse (véase Bibliografía 
No 31; págs. 14-15) que, dados dos números enteros positivos a, b 
cualesquiera, se puede definir univocamente un número entero 
Positivo que se escribe a - b y también frecuentemente ab, de tal 
manera que 


a» l=a 
para todo entero positivo a, y 


a:-bt=ar+ae 
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para todo par de enteros positivos a, b. Estas dos propiedades de la 
multiplicación y los postulados de Peano pueden emplearse ahora 
para demostrar que la multiplicación de los números enteros posi- 
tivos es única (Ejercicio 6), distributiva con respecto a la adición 
(Ejercicios 8 y 11), asociativa (Ejercicio 9), y conmutativa 
(Ejercicios 7 y 10). También se puede demostrar la ley cancelativa 
de la multiplicación, es decir, que «b = ac implica b = c para 
números enteros positivos arbitrarios a, b, c (Ejercicio 12) . Se dice 
que un entero d tiene un factor o divisor b si y sólo sì existe un 
número entero a tal que d = ab. La ley cancelativa de la multipli- 
cación establece por consiguiente que si d=ab y d= ac, luego 
bc. 

La notäción exponencial a? en que a, b son números enteros po- 
sitivos cualesquiera, se define como el producto aaa ... a de b fac- 
tores a. Según esta definición a? - a* = 4%; si a = d, resulta a? == 
d (Ejercicio 16), y a? = d* implica a = d (Ejercicio 17), en que 
a, b, d son números enteros positivos elegidos arbitrariamente. 

La definición a - 1 = a y la ley cancelativa de la multiplicación 
implican que si ab = a, entonces b = l. La propiedad a +] = 
1 + a = a del número entero positivo 1 (Ejercicio 7) se indica 
estableciendo que 1 es la unidad, o sea, la identidad con respecto 
a la multiplicación. En general, la identidad con respecto a una 
operación es un elemento que, cuando se aplica a cuaiquier número 
de un conjunto dado mediante la operación dada, deja al número 
invariable. Nos referiremos en forma particular a los elementos de 
identidad de la adición y de la multiplicación. 

Si existiera un número entero positivo b tal que a + b 
entonces tendríamos que (a + b) =a;a +b =a tly b 
contrariamente al tercer postulado de Peano. Por lo tanto, no existe 
la identidad con respecto a la adición en el conjunto de los números 
enteros positivos. En consecuencia, ampliaremos ahora el concepto 
de “número” e incluiremos un símbolo que no es un entero positivo 
y definiremos este nuevo símbolo 0, llamado cero, de tal manera 
que a + 0=aya + 0=0, donde a es cualquier número entero 
positivo o cero. Denominaremos a cero un número entero, pero 
teniendo presente que no es un entero positivo. En consecuencia 
(Ejercicio 18), con excepción de la ley cancelativa de la multipli- 
cación, las propiedades básicas de la adición y de la multiplicación 
se verifican para el conjunto de números que comprende a los nú- 
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meros enteros positivos y cero, es decir, el conjunto de los enteros 
no negativos. 

La propiedad a - 0 = 0 para cualquier número entero no nega- 
tivo a y el principio de inducción matemática pueden servir para 
demostrar que 0” = 0 para cualquier entero positivo b (Ejercicio 
15) . El símbolo 0% es indefinido, es decir, no tiene un significado 
específico en nuestro sistema de números. Para cualquier número 
entero positivo a, se define a% = 1, con el objeto de conservar la 
propiedad a*a* = a*™ para todos los enteros no negativos b, c. Has- 
ta aquí se ha examinado la igualdad, la adición y la multiplicación 
de los números enteros positivos. Si a y b son números enteros posi- 
tivos, resulta que a = c, a + b = d, y a - b = e son también 
números enteros positivos, es decir, el conjunto de números enteros 
positivos es cerrado (Cap. 1-2) con respecto a estas operaciones. 
En otras palabras, las ecuaciones a = x, a + b=y,ya:b=z 
tienen todas soluciones dentro del conjunto de los números enteros 
positivos. Ya se ha visto que la solución de a 4 x = a no es un en- 
tero positivo. Antes de definir nuevos números con el objeto de 
encontrar las soluciones de ax = b, y a + x = b, se considerará un 
caso especial del segundo problema. En particular, se considerará 
una ordenación a < b de los números enteros positivos tal que 
a < b yb > a todas las veces que a + x = b tenga una solución 
dentro del conjunto de los números enteros positivos. 


EJERCICIOS 


1. Demostrar que la adición de los números enteros positivos es asociativa, 

2. En el ejercicio anterior, al demostrar que la suma es conmutativa, expli- 
car la razón, en cada paso de la demostración, por qué U contiene a todos los 
números enteros positivos. 

3. Demostrar que a + b = a + c implica b = c para números enteros posi- 
tivos cualesquiera a, b, e. 

4, Demostrar que si a = b, entonces at = b* y a + € = b + e en donde 
c es cualquier número entero positivo. 

5. Demostrar que a = b y c = d implican que a + ¢ = b p d. 

6. Demostrar que ab es un número entero positivo único para números 
enteros positivos a, b cualesquiera. 

7. Demostrar que a . 1 = 1. a = a para todo número entero positivo a. 

8. Demostrar que la multiplicación permanece distributiva con respecto 
a la adición, es decir, a(b + 6) = ab -p ac 

9. Demostrar que la multiplicación es asociativa, es decir, (abc = 
a(bc). 
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10. Demostrar que la muktiplicación es conmutativa, es decir, «b = ba, 

11. Demostrar que la multiplicación es distributiva con respecto a la adición, 
es decir, a(b + c) = ab + ac = (b 4 oa. 

12. Demostrar que ab == ac implica b 
cualesquiera a, b, c. 

13. Demostrar que a = b, implica ac = bc, donde c es un número entero 
positivo cualquiera. 

14. Demostrar que a = b y € = d implica ac = bd. 
= 0 se verifi 


c para números enteros positivos 


15, Demostrar que 0 
tivo b. 


para cualquier número entero posi- 
16. Demostrar que a == d implica a? = d?, en donde a, d son números 
enteros no negativos arbitrarios y b es cualquier entero positivo. 

17. Demostrar que a? = d? implica a = d, en que a y d son números en: 
teros no negativos cualesquiera, y b cs cualquier número entero positivo. 


18. Demostrar que en el conjunto de números enteros no negativos, la 
suma es única, asociativa y conmutativa, y que la multiplicación es única, aso- 
ciativa, conmutativa y satisface la ley de distributividad. 


1-6 RELACIONES DE ORDEN. Los núme: 
ros cardinales se han ordenado principalmente conforme a la defi- 
nición siguiente: a < b si y sólo si existe un número cardinal c tal 
que a + c == b (Cap. 1-2). Definiremos ahora una ordenación 
similar para el conjunto de los números enteros positivos y cero, 
es decir, para el conjunto de los números enteros no negativos. 
Dados dos números enteros no negativos cualesquiera a, b se dice 
que a es menor que b (a < b) y que b es mayor que a (b > a) si y 
sólo si existe un entero positivo c tal que a -+ c = b. De manera 
que 0 < b para todo número entero positivo b (Ejercicio 1), y 
1 < b para todo número entero positivo b 4 1 (Ejercicio 2). 
Dados dos números enteros no negativos cualesquiera a, b, pode- 
mos considerar ahora tres relaciones binarias a < b,a = b,a > b. 
Sea T el conjunto de números enteros no negativos a tales que se 
verifique exactamente una de las relaciones a < b, a = b, a > b, 
para todos los números enteros no negativos b. De acuerdo con lo 
señalado en el Cap. 1-3 se dará por sentado que dados dos enteros 
a, b, cualesquiera se verifica exactamente una de las relaciones 
a = b, a z4 b. Para a = 0, se obtiene 0 =bsib=0y0<b 
para b 4 0. Para a lse obtiene b < lsi b = 0,1 <b sib 0 
y b 34 1. Para cualquier entero a de T se obtiene b < a* sib<a 
ob=ajb=osia<bya+l1=bjae<bsia<bya Ab. 
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Por consiguiente, de acuerdo con el principio de inducción mate- 
mática, todos los números enteros no negativos pertenecen al ċon- 
junto T. En otras palabras, dados dos números enteros no negativos 
cualesquiera a, b, es válida exactamente sólo una de las relaciones 
a<bja=b,a >b. 

La definición ya enunciada de a < b para los números enteros 
no negativos se usará al definir a < b para los números racionales 
positivos (Cap. 1-8), para los números negativos (Cap. 1-9) y 
para los números reales (Cap. 1-11). La ordenación de los núme- 
ros reales puede imaginarse fácilmente si se considera una corres 
pondencia biunívoca entre el conjunto de los números reales y el 
conjunto de puntos de una recta según la geometría corriente 
de Euclides. El Axioma de Cantor-Dedekind (Cap. 1-12) establece 
esta correspondencia biunívoca. En este axioma se basa también el 
concepto de conjunto ordenado linealmente, 

Un conjunto de elementos está ordenado linealmente si para 
elementos a, b del conjunto elegidos arbitrariamente 


(i) a 4 b implica a < b o b < a; 
(ii) a < b implica a 4 b; y 
(iii) a < b yb < c implican a < c 


Se ha dejado como un ejercicio para el lector el demostrar que 
el conjunto de números enteros no negativos está ordenado lineal- 
mente (Ejercicio 3). También puede demostrarse (Ejercicio 4) que 
exactamente una de las relaciones a < b, a = b, a > b debe verifi- 
carse si a y b son elementos de cualquier conjunto ordenado lineal- 
mente, 

La relación < tiene varias propiedades más si a, b, c, d son 
números enteros no negativos cualesquiera. Por ejemplo, 


(iv) a < b implica a + c < b + c; 

(v) a< byc < d implican a + c < b + d; 
(vi) 0< cya < b implican ac < bc; 

(vii) a < b yc < d implican ac < bd; 

(viii) 1 < a y b 0 implican 1 <a; 

(ix) 4 40 y a < b implican a* < b*; 

(x) a < b y 1 < d implican de < d'; y 

(xi) a <by1<c< d implican ¢ < d. 
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1-7 Números inversos y operaciones inversas 
Las demostraciones de estas propiedades de los números enteros 
no negativos se dan como ejercicio (Ejercicio 5). Se considerará la 
validez y las modificaciones necesarias de estas propiedades a me- 
dida que nuestro concepto de número se amplíe y que las relaciones 
binarias = y < se definan para los números racionales positivos, 
para los números negativos y para los números reales. 


EJERCICIOS 


I Demostrar que O < b para todo entero positivo b. 

2, Demostrar que 1 < b para todo entero positivo b 4 1. 

3. Demostrar que el conjunto de números enteros mo negativos está orde- 
nado linealmente, 

4. Demostrar que una de las relaciones a < b, a = b, a > b debe ser vå- 
lida exactamente si a, b son elementos de un conjunto ordenado linealmente, 

5, Demostrar las propiedades (iv) a (xi) de la relación < para los nú: 
meros enteros no negativos. 

6. Se dice que un conjunto de elementos está bien ordenado si todo subcon- 
junto mo vacío (es decir, todo subconjunto que contiene por lo menos un cle- 
mento) tiene un primer elemento. Demostrar que el conjunto de números 
enteros no negativos es bien ordenado, es decir, demostrar que si un subconjunto 
de los números enteros no negativos contiene por lo menos un elemento, entonces 
contiene un elemento ò tal que b <n para todo elemento n del subconjunto, 


1-7 NUMEROS INVERSOS Y OPERA. 
CIONES INVERSAS. Usaremos las propiedades básicas 
de las relaciones y operaciones estudiadas anteriormente para am- 
pliar nuestro conjunto de números y sus operaciones, introduciendo 
los conceptos de “números inversos” y “operaciones inversas”. El 
inverso de un número n debe considerarse en relación con una 
operación binaria (Cap. 1-2) tal como la adición o la multipli- 
cación. Se dice que los números 2 y y son inversos entre sí con 
respecto a la multiplicación, ya que 2 - 4 = 1 y 1 es el elemento 
de identidad para la multiplicación (Cap. 1-5). También, dado 
que 2 -+ (-2) = 0, se dice que 2 y —2 son inversos con respecto 
a la adición. En general, se dice que dos números a, a” son elemen- 
tos inversos con respecto a una operación arbitraria ®@ con un 
elemento de identidad p si y sólo si a ® a' = p. El adjetivo “inver- 
so” puede también aplicarse a operaciones binarias. Dos opera- 
ciones pueden denominarse operaciones inversas si su efecto es 
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opuesto, esto es, si al aplicarse sucesivamente al mismo número, 
el número original permanece invariable. Por ejemplo (5 + 2) — 
2 = 5 y también (5 - 2) : 2 = 5. En conformidad con esta defi- 
nición se dirá que la sustracción es la operación inversa de la 
adición y que la división es la inversa de la multiplicación. En 
general, se dice que dos operaciones binarias H y O son opera- 
ciones inversas si y sólo si (a Y b) O b = a, donde a y b son 
elementos cualesquiera de algún conjunto de elementos para el 
cual las operaciones estén definidas. Para definir la división emplea- 
remos esta relación y la propiedad por la cual para b 4 0 se verifica 
ab = cb si y sólo sia = c (Ejercicios 12 y 13, Cap. 1-5). Se escribe 
a: b = c si y sólo si a = bc. De la misma manera, para la sustrac- 
ción se escribe a — b = csi y sólo si a = b + ¢ (ver Ejercicios 3 y 4, 
Cap. 1-5). 

Las relaciones entre los números inversos y las operaciones in- 
versas también serán útiles en el estudio de muestro sistema de 
números. Por ejemplo, 52 = 5 + (— 2) y5=-2=5-: (14)- 
En general, tenemos la relación b Y a = b © & si dado cualquier 
elemento b y elementos inversos a y a' con respecto a una operación 
arbitraria € con inversa O siempre que ambas operaciones estén 
definidas para los elementos dados, 

Ya hemos introducido las cuatro operaciones racionales, adición, 
sustracción, multiplicación y división. La adición y la multiplica- 
ción se rigen por las propiedades que se han determinado en el 
Cap. 1-5; la sustracción y la división (excluyendo la división por 
cero) se han definido como las inversas de la adición y la multi- 
plicación, respectivamente. Podemos también considerar una forma 
abreviada de la multiplicación repetida, a saber, la potenciación 
(la elevación de una cantidad a una potencia dada), junto con su 
operación inversa, la radicación (extracción de raíz). De estas ope- 
raciones surge la necesidad de definir nuevos símbolos como núme- 
ros, es decir, de ampliar gradualmente el conjunto de los elementos 
en estudio. El conjunto de los enteros positivos es cerrado para la 
adición, para la multiplicación y con respecto a la potenciación. 
Al considerar la división se necesitan los números racionales posi- 
tivos; los números racionales positivos y negativos y cero, al consi- 
derar la división y la sustracción. Para tratar la radicación se 
necesita un conjunto aún más amplio de números. La adición, la 
sustracción, la multiplicación, la división, la potenciación y la radi- 


$321 


1-8 Los números racionales positivos 
cación pueden definirse para los números enteros positivos en el 
conjunto de los números reales. Estudiaremos el conjunto de núme- 
ros complejos con el objeto de obtener un conjunto de números 
tales que estas seis operaciones puedan ser definidas para todos los 
elementos diferentes de cero del conjunto (en lugar de serlo sola- 
mente para los números enteros positivos). 

Después de haber alcanzado esta visión panorámica de nuestro 
sistema de números, consideraremos nuevamente el conjunto de los 
números enteros positivos. El conjunto de los números enteros posi- 
tivos es cerrado para la suma y para la multiplicación. No es cerrado 
para la sustracción ni para la división. Desde el punto de vista 
práctico los enteros positivos sirven para contar objetos o para 
comparar conjuntos finitos de objetos. Aún no hemos mencionado 
números que sirvan para representar cosas tales como, por ejemplo, 
la porción que una persona recibe cuando se dividen tres manzanas 
en partes iguales entre seis personas, o la temperatura relativa a la 
cual se congela el agua. Por lo tanto hay que ampliar el conjunto 
de los números incluyendo en él a las fracciones (Cap. 1-8) y a los 
números orientados, es decir, precedidos de los signos ~}, ~- (Cap. 
1-9). En otras palabras, se necesitan números inversos para los 
números enteros positivos con respecto a la multiplicación y a la 
adición, junto con números que representen sumas de estos nueyos 
números. 


EJERCICIOS 


Demostrar cada uno de los siguientes ejercicios con respecto a los números 
enteros no negativos 4, r, s, £ elegidos arbitrariamente: 


Lr<s<t  implicat=s<t=wf. 
2 r<s<t  implicas—r<t=r. 
3 g<r<s< t implias—r<t=q. 


1-8 LOS NUMEROS RACIONALES PO. 
SITIVOS. El número inverso del número entero positivo b 
con respecto a la multiplicación se define como un número b’ tal 
que satisfaga la relación bb” = 1. Se dice que b' = 1/b es la solu- 
ción o raiz de la ecuación bx = 1. También se llama el cero del 
polinomio bx — 1. Definiremos, ahora, un conjunto nuevo de nú- 
meros, los números racionales positivos, a fin de que podamos 
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resolver ecuaciones de la forma bx = a para cualquier entero posi- 


tivo a y b. Estos números pueden representarse por pares a/b de 
enteros positivos y tienen las siguientes propiedades: 


a c 
4) -p FT Sy sólo si ad = be; 


a E c ad 4 be, 
A i 
a c iR e 
üi — + — = ; 
(in b d bd 


äv) + % + si y sólo si abd! < b'cd, 


La condición abd? < b?cd en (iv) se puede enunciar en la 
forma ad < bc todas las veces que bd sea positivo. La forma abd? 
< b*cd se usa aquí dado que permanecerá válida cuando amplie- 
mos el conjunto de números (Cap. 1-3) incluyendo en él a los 
números negativos. 

Los números racionales positivos de la forma a/l se identifican 
con los números enteros a. Técnicamente, el conjunto de enteros 
positivos es isomorfo con respecto al conjunto de los números ra- 
cionales positivos de la forma ajl, es decir, existe una correspon- 
dencia biunívoca entre 4/1 y a que se conserva en la adición y en la 
multiplicación. [4/1 + b/1 corresponde a a + b y (a/1) (b/1) co- 
rresponde a ab]. Este isomorfismo particular se mantiene también 
con respecto a las relaciones de orden (dado que 2/1 < b/1 si y 
sólo si a < b) y se llama isomorfismo de orden. 

Se dice que los pares iguales de enteros tales como los que se 
especifican en (i) anteriormente, representan el mismo número 
racional. En el conjunto de todos los pares de enteros que son 
iguales a un par dado, existe un par, digamos ajb tal que si r/s es 
cualquier otro par del conjunto, resulta 7 = ta y s = tb para algún 
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entero positivo t. Puede hacerse una demostración rigurosa de la 
existencia del par a/b (Ejercicio 16), valiéndose del hecho de que 
el conjunto de enteros positivos es bien ordenado (Ejercicio 6, Cap. 
1-6). Se dice que el par ajb es la forma reducida del número 
racional dado. 

Las definiciones anteriores permiten demostrar que para los 
números racionales positivos, la adición es única, asociativa, y con- 
mutativa y que la multiplicación es única, asociativa, conmutativa, 
y satisface la ley de distributividad, es decir, la adición y la multipli- 
cación tienen las mismas propiedades básicas (Cap. 1-5) en el 
conjunto de los números racionales positivos que en el conjunto 
de los enteros positivos. Por ejemplo, la suma anterior de (ii) es 
única, dado que ad + be y bd son únicos para enteros positivos 
cualesquiera a, b, e, d. De la misma manera, de 


a,c uUtbe_ecb+da_c,a 
r a “att 


resulta que la adición es conmutativa, Las demostraciones restantes 
se dan como ejercicios al final de esta sección. 

Si e y f son números racionales positivos, entonces tal como en el 
caso de los enteros positivos, e — f = g se define como un número 
racional positivo si y sólo si existe un número racional positivo g 
tal que e = f -+ g. Análogamente, e/f = h, se define como un 
número racional positivo si y sólo si existe un número racional 
positivo h tal que e = fh. El número g existe si y sólo si f < e [ver 
Ejercicio 5 (a) ]; el número h existe siempre (Ejercicio 6). Por con- 
siguiente, los pares e/f de números racionales positivos son a su vez 
ellos mismos números racionales y nada nuevo puede obtenerse al 
considerar estos pares de números racionales en vez de pares de nú- 
meros enteros. La propiedad [Ejercicio 5(b)] de que para dos 
números racionales cualesquiera e, f, que satisfagan la relación 
e < f, existe un número racional positivo r que cumple con la 
relación e < r < f, se indica diciendo que los números racionales 
positivos son densos, es decir, que entre dos números racionales po- 
sitivos distintos cualesquiera existe un tercer número racional po- 
sitivo, Los enteros positivos no son densos. 

Ya se ha definido el símbolo a” (Cap. 1-5) para el caso de que 
a y b sean números enteros no negativos y por lo menos uno de 
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ellos sea diferente de cero. El símbolo 7° donde 7 es cualquier núme- 
ro racional positivo y b es cualquier número entero no negativo 
puede definirse exactamente como en el caso de los enteros, es decir, 
Y = l y7 para cualquier entero positivo b indica el producto de b 
factores r. Ahora especificaremos que el símbolo r”” en donde r es 
cualquier número racional positivo y b es cualquier entero positivo, 
debe satisfacer la relación (r*)” = r, es decir, el producto de b 
factores 1” debe ser igual a r. De este modo se conservará la pro- 
piedad a'a* = a*™ para los nuevos símbolos. El símbolo 1%” donde 
r > 0, indica el producto de d factores 7”, y el producto r*r' se 
expresa por el símbolo 7*** para números racionales positivos cuales- 
quiera. Si s no es un entero, los nuevos simbolos 7* pueden no ser 
números racionales y las relaciones entre ellos aún no se han defi- 
nido formalmente. 

Las soluciones de las ecuaciones x = a + b, x = ab, y ax = b 
son números racionales positivos para números racionales positivos 
a, b, cualesquiera, es decir, el conjunto de números racionales posi- 
tivos es cerrado con respecto a la adición, a la multiplicación y a la 
división. Hemos ampliado nuestro concepto de número para incluir 
a + b,ab, y a/b en donde a, b son enteros positivos cualesquiera o 
números racionales positivos arbitrarios. Ampliaremos en seguida 
nuestro concepto de número y definiremos nuevos símbolos como 
números considerando la expresión a — b para los casos en que 
a, b sean números racionales positivos arbitrarios o cero, es decir, 
sean números racionales no negativos. 


EJERCICIOS 


1. Demostrar que la adición de números racionales positivos es asociativa, 

2. Demostrar que la multiplicación de números racionales positivos es 
(e) única, (b) asociativa, (c) conmutativa, y (d) distributiva con respecto a 
la adición. 

3. Demostrar que ac/bc = ajb, siendo a, b, c enteros positivos elegidos 
arbitrariamente. 

4. Demostrar que (a + <)/b= afb + c/b, en donde a, b, c son enteros 
positivos arbitrarios. 

5. Demostrar que si a/b < cjd en donde a, b, e, d son enteros positivos 
arbitrarios, entonces existe (a) un número positivo racional g tal que a/b + g = 
cjd; y (b) un número positivo racional r tal que ajb < r < cfd. 

6. Dados números enteros positivos cualesquiera a, b, c, d, demostrar que 
existe un número racional positivo A tal gue ajb = (cjd) * h. 
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7. Determinar que la media aritmética o promedio de dos números ya- 
cionales positivos cualesquiera a, b es m = (a + b)/2, y en el caso en que 
a < b, demostrar que a < m < b. 

8, Definir la expresión 0/1 == 0 basándose en la suposición de que las propie- 
dades (i) a (iv) enunciadas anteriormente sor válidas para pares de números 
enteros no negativos a/b, b yá 0, y demostrar que 0 < r siendo r cualquier nú- 
mero racional positivo. 

9. Demostrar que a < b implica 1/5 < 1/a, en donde a, b son (a) cual- 
quier entero positivo; (b) cualquier múmero racional positivo, 

10, Demostrar que a < b y c < d implica a/d < b/c en donde a, b, c, d 
son (a) enteros positivos cualesquiera, (b) números racionales positivos 
cualesquiera, 

11, Demostrar que a/b y bja son números inversos con respecto a la multi- 
plicación para números enteros positivos a, b arbitrarios. 

12. Encontrar los múmeros inversos con respecto a la multiplicación, siem» 
pre que tales números existan para cada uno de Jos números siguientes: 3, 5, 1/10, 
1, 0, 10, 200. 

18. Discutir, empleando ejemplos, qué conjuntos de números se necesitan 
para (a) resolver ecuaciones lineales y cuadráticas; (b) para efectuar las seis 
operaciones descritas en el Cap. 1 — 7. 

14, Demostrar que los números racionales positivos están ordenados lineal- 
mente (Cap. 1 — 6). 

15. Volver a formular las once propiedades de la relación < que aparecen 
en el Cap. L — 6 de modo de obtener las once propiedades de csta misma rela- 
ción < pare el caso en que a, b, c, d sean números racionales no negativos. 

16, Demostrar que todo número racional positivo puede expresarse en forma 
reducida”, 


1-9 LOS NUMEROS NEGATIVOS. 
Acabamos de considerar como símbolos pares a/b de números en- 
teros positivos: hemos definido la igualdad, la adición, y la multi- 
plicación de estos símbolos; hemos demostrado que estas definicio- 
nes son consistentes con las definiciones anteriores aplicadas a un 
subconjunto de elementos a/1 isomorfo con el conjunto original de 
elementos a, y hemos obtenido nuevos números (los números ra- 
cionales positivos) al aceptar todos los símbolos ajb como núme- 
ros en que a y b son enteros positivos. Repetiremos ahora este pro- 
ceso considerando como símbolos pares [a — b] de números raciona- 
les no negativos, definiendo la igualdad, la suma y la multiplica- 


*Ver definición en páginas anteriores, (N. de la T). 
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ción de estos nuevos símbolos, demostrando que el conjunto de 
símbolos [a — 0] es isomorfo con el conjunto de números no nega- 
tivos a de acuerdo con estas nuevas definiciones y aceptando luego, 
todos los pares de números racionales no negativos [a — b] como nú- 
meros racionales: positivos, negativos y cero. 

Se definirá primero las relaciones y operaciones siguientes res- 
pecto a estos nuevos símbolos donde a, b, c, d son números raciona- 
les no negativos arbitrarios: 


G) [e — b] = [c — dj si y sôlo si a + d = b + c 
i) [e — è] + le — d = [a + 9 — (040) 
(iii) [a — b] + [e — d] = [(ac + bd) — (bc + ad)]; 
(iv) [a — b] < [e — d] si y sólo sia + d < b + c- 


“Tal como se ha hecho anteriormente, hemos definido el signifi- 
cado de las relaciones básicas =, <, y de las operaciones básicas 
+. > con respecto a los nuevos símbolos [a — b]. Demostraremos, 
ahora que la correspondencia entre [a — 0] y a es un isomorfismo 
de orden (Cap. 1-8) y que las operaciones básicas tienen sus propie- 
dades usuales en el conjunto completo de los pares de números 
[a — b]. 

La correspondencia entre [a — 0] y a es claramente biunívoca. 
Queda por demostrar que esta correspondencia subsiste respecto de 
la adición, de la multiplicación y en las relaciones de orden. Estas 
correspondencias pueden verificarse fácilmente dado que, por de- 
finición. 


la — 0] + [b — 0] =[(0 + b) — (0 +0) 
fa —0] - [b — 0 = [fab +0 — (040% 
[a — 0] < [b — 0] si y sólo sia +0 < b + 0. 


Por consiguiente, el conjunto de las expresiones [a -— 0] donde a 
es un número racional no negativo es equivalente en el sentido de 
que es isomorfo con el conjunto de los números racionales no ne- 
gativos. 

Sean a, b en la expresión [a — b] números racionales no negati- 
vos cualesquiera. Como en el caso de los números racionales posi- 
tivos a/b, podemos probar que la suma de las expresiones [a — b] 
es única, asociativa y conmutativa (Ejercicio 1), y que la multi- 
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plicación es única, asociativa, conmutativa y satisface la ley de dis- 
tributividad (Ejercicio 2). En efecto, consideraremos todas las ex- 
presiones de la forma [a — b] como números, números racionales 
precedidos de signo, en que a, b son números racionales no nega: 
tivos arbitrarios. De acuerdo con el isomorfismo ya mencionado el 
número racional precedido de signo [a — b} corresponde a 0 cuan- 
do a = b y corresponde a d, cuando a > b y a = b + d. Dado 
que una de las relaciones a < b, a = b, a > b, debe ser válida 
exactamente (Ejercicio, 4, Cap. 16 y Ejercicio 14, Cap. 1-8), ne- 
cesitamos una expresión correspondiente análoga para [a — b] 
‘= [0 — c] en donde a < b y a + e = b. De consiguiente, defini- 
remos ahora la expresión [0 — c} como un número racional ne- 
gativo y la expresión [0 — c] la escribiremos —c. El número ra- 
cional positivo c se denomina valor numérico o valor absoluto de 
—c y dec c = | —c | = | c |. Los números racionales positivos 
y negativos y el cero constituyen los números racionales precedi- 
dos de signo o simplemente los números racionales, Cuando a, 
b, son enteros positivos o cero, los pares [a — b] pueden usarse 
de la misma manera que se hizo anteriormente para definir a los 
enteros negativos. Los múmeros enteros positivos y negativos y el 
cero constituyen los números enteros. 

Ya se ha definido la suma y la multiplicación para todos los nú- 
meros racionales, Se definirá ahora la sustracción y la división. La 
sustracción puede ser definida para números racionales arbitrarios 
por medio de la relación 


l — b] — l — d = ie + d m (+0) 


(Ejercicio 3). La división de los números racionales puede defi- 
nirse por 


poAo fyta et 
[e-d] Mi c-a 


donde c + d. La división es indefinida cuando c = d. (Ejercicios 
4 y 5). Estas definiciones nos permiten demostrar que 
(i) —a < —b sí y sólo si b < a; 
(ii) a + (—b) = a — b; 
dii) (—a)b = a(—b) = —ab; y 
(v) (—a) {—b) = ab, 
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para todos los números racionales a, b, no negativos. Por ejemplo, 
a < —b es por definición lo mismo que [0 — a] < [0 — b] y 
nuevamente por definición esto es válido si y sólo si 0 + b < 0 
+a, esto es, si b < a. En forma análoga a 4- (—b) = [a — 0] + 
[O — b]=[(a +0) — (04 5] =[(0—0) — (6 0)] 

[(a — b) + (0—0)] = a — b. Las dos demostraciones restantes 
constituyen el Ejercicio 6. Las demostraciones ponen en evidencia 
que las propiedades anteriores de los números precedidos de signo 
son una consecuencia de las definiciones enunciadas hasta ahora. 

Podremos ahora ampliar la notación exponencial incluyendo ex- 
ponentes negativos. Se define a* como en el Cap. 1-8 para cualquier 
entero positivo b y para cualquier número racional a. También 
como anteriormente, a? = 1 para cualquier valor de a 4 0. Para 
obtener una definición con respecto a los exponentes negativos es 
necesario que a” satisfaga la expresión aa? = 1 para cualquier en- 
tero b y para cualquier número racional a, excepto 0. De esta ma- 
nera se conserva la propiedad a'a* = a** para todos los números 
racionales a 4 0 y para todos los números enteros b, c. Aún no se 
ha definido explícitamente el símbolo a° para valores no enteros 
de b. Se considerará este asunto en el Cap. 1-12. El símbolo 0° es in- 
definido cuando b es negativo o cero. 

El conjunto de todos los números racionales es cerrado con res- 
pecto a la adición, a la sustracción, a la multiplicación y a la di 
visión (excluyendo la división por cero), es decir, la suma, la di- 
ferencia, el producto y el cuociente (divisor diferente de cero) de 
dos números racionales arbitrarios son números racionales. A mu- 
cha gente le interesan principalmente los números racionales. Pro- 
bablemente ellos bastan para la mayoría de los proveedores, ofi- 
cinistas y aún banqueros, No obstante, los números racionales tie- 
nen también limitaciones bien determinadas. Por ejemplo, la dis- 
tancia expresada en pies desde el “home plate” hasta la segunda 
base en baseball, y el diámetro en pulgadas de una pelota de base- 
ball de nueve pulgadas de circunferencia, no pueden formularse con 
exactitud en números racionales. Pueden expresarse aproximada- 
mente en números racionales, y el error en la aproximación puede 
hacerse menor que el producido por cualquier número racional 
positivo dado (de antemano). 

La necesidad de ampliar el conjunto de los números racionales 
puede expresarse también en magnitudes. Hemos definido conjun- 
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tos finitos y números cardinales finitos (Cap. r2). Definiremos, 
ahora, un número d como un número finito si y sólo si existe un 
entero positivo N tal que —N < d < N. Se dice que cualquiera 
magnitud, cualquiera cantidad, cualquier objeto, cualquiera expre- 
sión algebraica, etc., es finita si se puede representar por o repre- 
senta a un número finito. Necesitamos y por eso estudiaremos un 
conjunto de números, el conjunto de los números reales, que sirve 
para comparar magnitudes de «os objetos finitos similares cuales- 
quiera, Toda magnitud finita puede representarse mediante un 
número real. 


EJERCICIOS 


1. Demostrar que la adición de los números racionales precedidos de signo 
es única, asociativa y conmutativa. 

2. Demostrar que la multiplicación de los números racionales precedidos 
de signo es única, asociativa, conmutativa, y satisface la ley de distributividad. 

3. Demostrar que la sustracción de los números racionales puede definirse 
mediante ¡a —b] == [c = d] = [(a + d) — (b + c)] haciendo ver que según 
esta definición la sustracción es la operación inversa de la adición. 

4, Demostrar que en el conjunto de los números racionales positivos y ne: 
gativos (con exclusión del cero) isión tal como se definió anteriormente 
es la operación inversa de la multiplicación 

5. Demostrar que la división por cero no puede definirse en cl conjunto 
de los números racionales, 

6. Demostrar las propiedades i 
los números racionales. 

7. Demostrar que —c < 0 para cualquier número racional positivo c 

B. Demostrar que a < b yc < 0 implican be < ac. 

9. Indicar cuales de los ejercicios del Cap. 1 — 7 pueden demostrarse cuan- 
do q, *, s, t son números racionales arbitrarios (positivos, negativos o cero). 

10. Demostrar, por medio de la expresión a? = 1/0” que 
q. r, y para números racionales s, £ las relaciones q <r<0v0<s<t<1 
implican 1 < 1, e <y eK 

11. Obtener el número inverso con respecto a la adición par: 
los siguientes números: 3, —5, 1/10, 1, 0, 10, —200. 

12, Hacer una lista de los números racionales que son sus propios inversa 
con respecto a la suma y a la multiplicación. 

i] son inversos con respecto a la adición 


dicadas en los números (ui) y (ix) para 


cada uno de 


13. Demostrar que [a — b) y [è — 
para numeros xacionales positivos a, b arbitrarios. 
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14. Demostrar que los números racionales están ordenados linealmente. 

15, Formular de nuevo las once propiedades de la relación < del Cap. 
1 — 6 con el objeto de obtener las onces propiedades para < cuando a, b, c, d 
son números racionales, 


1-10 LOS NUMEROS REALES. El número 
asociado con un objeto o conjuntos de objetos representa co- 
múnmente una medida o magnitud relativa a alguna unidad co- 
nocida, por ejemplo, la altura de un árbol en pies, la extensión de 
una hacienda en acres, o el número de manzanas de una caja (com- 
parado con una manzana). Cuando la medida de un objeto en re- 
lación a otro no se puede expresar como un cuociente entre enteros, 
los dos objetos se llaman inconmensurables. Los griegos de la an- 
tigiiedad observaron que la diagonal y el lado de un cuadrado son 
inconmensurables. La circunferencia y el diámetro de un círculo 
son también inconmensurables. Todo número que no pueda ex- 
presarse como cuociente entre dos enteros se llama irracional. 

Probaremos ahora que Y/Z es irracional. Supongamos que VŽ 
= ajb, donde a y b son enteros que no tienen un factor común en- 
tero. Entonces a* = 2b*, de aquí que resulte que a? es un entero 
par. Por lo tanto, dado que sólo un entero par puede tener un 
entero par como su cuadrado, a es divisible por 2, Sea a = 2c. En- 
tonces resulta 4c! = 2b*, 2c* = bt, y b es divisible por 2, contraria- 
mente a nuestra suposición de que a y b no tienen factores comunes 
enteros. Por lo tanto la primera suposición de que v? = a/b es 
imposible, y v/Ž es un número irracional. 

El método de demostración anterior suele denominarse método 
de demostración directa o reductio ad absurdum. Consiste en su- 
poner que la conclusión deseada es falsa y en valerse de esta supo- 
sición y de la hipótesis dada para efectuar una demostración lógica 
de alguna aserción que sea contraria a la suposición o la hipótesis, 
(Ejercicio 1) . En seguida se dice que puesto que la suposición con- 
duce a una contradicción, la suposición debe ser falsa, es decir la 
conclusión deseada debe ser verdadera. Una forma de demostra- 
ción indirecta de un teorema, por ejemplo, (4 implica B) es la de- 
mostración directa del teorema contrarreciproco (“no B” implica 
“no 4”). El método de demostración indirecta puede considerarse 
también como un caso especial de demostración por eliminación 
(Ejercicio 4). 
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Los números irracionales tales como /2 pueden definirse de 
varias maneras. Nos alejaremos momentáneamente de nuestro tra- 
tamiento sistemático del sistema de números con el objeto de exa- 
minar brevemente la notación decimal para representar a todos los 
números reales (racionales e irracionales). En realidad, las defini- 
ciones de y las operaciones con decimales infinitos se basan sobre los 
mismos conceptos fundamentales de sucesiones infinitas y límites 
(Cap. 11-11). Por el momento nuestras consideraciones serán algo 
intuitivas. Las definiciones rigurosas se harán en la sección siguien- 
te en función de las cortaduras de Dedekind. Todos los conceptos 
intuitivos que se usan en esta sección pueden probarse rigurosa- 
mente basándose en las definiciones sistemáticas. 

En el Cap. 1-6 demostraremos que cualquier entero positivo N 
puede expresarse en la “base” 10 en la forma 


N = da 10 4 day 10% +... + d, 10 + d; 10 + do 


donde los d, son elementos del conjunto 0, 1, 2, ..., 9 de digitos de 
la base diez. Por ejemplo, 1953 significa 1 - 10 4+ 9 - 10 4 5 - 10 
+ 3. Ciertas fracciones pueden expresarse en la forma: 


N + a,/10 + ag/102 + ... + Qm,10%, 


donde N y m son enteros positivos y los a, son dígitos. Por ejemplo, 
123/4 = 30 + 7/10 + 5/10? = 30.75. Concretamente, un núme- 
ro racional r == ajb puede representarse por medio de un número 
finito de términos como en la notación decimal precedente (es de 
cir, por medio de un decimal exacto) si y sólo si r es un entero 
o bien si 10"r puede expresarse como número entero para algún 
número entero positivo m. Dado que 29 = 59 = 1, esta condición 
puede formularse como sigue: un número racional y puede expre- 
sarse como un decimal exacto si y sólo si existen enteros a, p, q 
tales que r = aj (2%5*). 

Se debe aceptar que el símbolo 1.333 ... es un número con el 
objeto de poder expresar el número racional 4/3 en notación deci- 
mal. En rigor, esto envuelve los conceptos de sucesiones infinitas y 


de límites. Decimales como el anterior o como =2.142857142857 
.., que consisten en conjuntos de dígitos, tal como el 3 en el caso 
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de 4 y 142857 en el caso de g , repetidos indefinidamente se 
laman decimales periódicos infinitos. También se puede conside- 
rar a los decimales exactos como decimales periódicos infinitos 
haciendo a, = 0 para el valor j suficientemente grande. Por ejem- 
plo, 0.25 = 0.2500000 .... Demostraremos en el Cap. 11-7 que todo 
número racional puede representarse como un decimal periódico 
infinito y, a la inversa, todo decimal periódico infinito, representa 
un número racional. Es fácil imaginarse la proposición conversa 
mediante el procedimiento siguiente: dado cualquier decimal pe- 
riódico d en el que se repite indefinidamente un conjunto de k 
digitos, calcular 10* - d — d y dividir por 10* —- 1. Por ejemplo, 
si d = 1.833..., se calcula 10d — d = 13.333... — 1.333... = 12, de 


donde d = + Si d = 0.164545,.., entonces 100d — d = 16,29, de 


donde d = 16.29/99 = 1629/9900. Como se señaló anteriormente, 
una definición precisa de la sustracción de decimales infinitos re- 
quiere el concepto de límite. 

Definiremos, ahora, un decimal infinito como la expresión: 


N 4 a,/10 + 2/10 + .. + an 10 +... 


donde N es un entero y los a, son dígitos. De las consideraciones 
anteriores se desprende que, una vez hechas las definiciones ade- 
cuadas, es posible demostrar que un subconjunto (los decimales 
periódicos infinitos) del conjunto de los decimales infinitos es 
isomorto con el conjunto de los números racionales, En general, 
se puede definir la igualdad, la suma y el producto de decimales 
infinitos, de modo que todos los decimales infinitos se comportan. 
como números. De esta manera, se puede representar números nue- 
vos, números irracionales, tales como x == 3.1415926536... (ver 
Bibliografía N9 40, págs. 39-40), como decimales infinitos no pe- 
riódicos. El conjunto de todos los decimales infinitos, es decir, el 
conjunto total de números racionales e irracionales, se llama el 
conjunto de los números reales, En consecuencia, si convenimos en 
que todos los decimales infinitos representan números, obtenemos 
el conjunto de los números reales. Dado que esta suposición, en 
último término, envuelve el concepto de límites de sucesiones in- 
finitas, basaremos nuestro estudio sistemático del sistema de nú- 
meros reales sobre las cortaduras de Dedekind (Cap. 1-11). Se ha se- 
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1-10 Los números reales 
fíalado la Sección 11 del Cap. r como optativa para indicar que 
cualquier lector que desee aceptar las propiedades corrientes de 
los decimales infinitos sin una demostración rigurosa pueda pres- 
cindir de esa sección. 

Los números reales pueden clasificarse de diversas maneras. 
Son positivos, negativos o cero. Son racionales o irracionales. Son 
algebraicos o trascendentes. Se dice que un número es algebraico 
si satisface alguna ecuación de la forma. 


ax” ari + an = D, a, 0 


donde los a son enteros y n es un entero positivo. De todos los demás 
números reales se dice que son trascendentes. Cualquier número 
racional ajb satisface la ecuación bx — a = 0, y, por lo tanto, es 
algebraico. Algunos números irracionales, como y/2 que satisface 
la condición x? — 2 = 0, son algebraicos. También existen nú- 
meros algebraicos, tales como i y -i que satisfacen la ecuación x? 
+ 1 = 0, y que no son números reales. Un número algebraico real 
puede ser racional o irracional; todos los números reales trascen- 
dentes son irracionales. La base de los logaritmos naturales 


e = lim (1 + x)” 
x>0 
es un número trascendente real; también lo es x, la razón entre 
la circunferencia y el diámetro de un círculo (ver Bibliografía N? 
29, págs. 71-89, 111). El símbolo xi, donde i satisface la ecuación 
x* + 1 = 0, representa un número trascendente que no es un nú- 
mero real. 


EJERCICIOS 


1. Dos proposiciones son contrarias si ambas no pueden ser verdaderas 
simultáneamente, Por ejemplo, las proposiciones “El automóvil es un Ford” 
y “El automóvil es un Dodge” son contrarias. Enunciay cinco pares de proposi- 
ciones contrarias. 

2. Dos proposiciones son contradictorias si ambas no pueden ser verda- 
deras ni tampoco pueden ser ambas falsas, Las proporciones dadas en el ejemplo 
ilustrátivo del Ejercicio 1, no son contradictorias, dado que ambas podrían ser 
falsas. Las proposiciones contradictorias son importantes, ya que si una es verda- 
dera, la otra es falsa; y si una es falsa, la otra es verdadera. Formular cinco pares 
de juicios contradictorios. 
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3. Indicar cuáles de los pares de las proposiciones dadas en la respuesta al 
Ejercicio 1, son contradictorios, 

4. El método de prueba por eliminación consiste en considerar todas las 
posibilidades y en eliminar todas cilas excepto wna. Por ejemplo, si deseamos 
demostrar que el triángulo 4BC es un triángulo isósceles rectángulo, habrá que 
considerar las siguientes posibilidades; (2) el triángulo ABC no es un triángu- 
lo rectángulo; (b) el triángulo ABC no es un triángulo isósceles; (c) el triángulo 
ABC cs un triángulo isósceles rectángulo, Proponer otro ejemplo de esta clase 
de razonamiento 

5. Demostrar que Y/3 es un número irracional. 

6. Fxpresar 141414... en forma de número racional. 

7. Expresar 3.176176176... en forma de número racional. 

8. Proponer cinco números racionales algebraicos. 

9. Proponer cinco números irracionales algebraicos. 

10. Dar ejemplos de tres números que el lector crea que son trascenden» 
tes (la demostración sistemática de que un número dado es trascendente puede 
ser muy difícil) - 

11. Indicar la relación entre la clasificación de los números reales en racio- 
nales e irracionales y la clasificación de los números reales en decimales exactos, 
infinitos periódicos o infinitos no periódicos, 

12. Demostrar la necesidad de ampliar nuestro sistema de números reales, 
dando ejemplos de cinco números algebraicos que mo sean números reales. 

13, Hacer un cuadro indicando las relaciones entre los números reales, 
algebraicos, trascendentes, racionales, irracionales y enteros, 

14. Encontrar ecuaciones (con coeficientes enteros) que se satisfagan con 
cada uno de los siguientes números: 


(a) 3 + vŻ (e) V10 — 2V5 
(b) V3 + v2 (dy) Y1- 


¿Tienen estos ejercicios una respuesta única? Explicar. 
15. Demostrar que 


epy ije 


es un número algebraico donde a, b, c, d, y e y4 O son enteros. 


111* LOS POSTULADOS DE LOS 
NUMEROS REALES. Repetiremos, ahora, el procedi- 
miento de definir operaciones y relaciones respecto de nuevos sim- 
bolos. Los nuevos símbolos se llamarán cortaduras de Dedekind o, 


*El asterisco indica que esta sección (Cap. 1 - 11) puede omitirse sin perturbar 
la organización del texto. 
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simplemente, cortaduras. El postulado siguiente que se refiere a 
la existencia de núméros que corresponden a cortaduras, se de- 
nomina. postulado de Dedekind. 


Si dividimos el conjunto de todos los números racionales en dos 
subconjuntos L y R de tal manera que todo número racional per- 
tenezca ya sea a L o a R, pero no a ambos, que ni L ni R sean 
conjuntos vacíos y que a perteneciente a L y b perteneciente a R 
impliquen la relación a < b, existe, entonces, un número c corta- 
dura tal que a perteneciente a L implica a S c y b perteneciente 
a R implica que c S b. 


Este procedimiento para formar una cortadura puede aplicarse 
a cualquier conjunto de elementos en el cual se hayan definido 
las relaciones de orden. Nos referiremos principalmente a corta- 
duras JL, R} en el conjunto de los números racionales. Si L com- 
prende a todos los números racionales x < 3, y R contiene todos 
los x > 3, entonces c = 3 y c pertenece a L. Si L contiene a to- 
dos los números x < 5 y R a todos x > 5, entonces c = 5 y c se 
encuentra en R. Nótese que c es racional y en estos dos ejemplos 
pertenece a Loa R. Si L contiene a todos los números negativos x, 
y a todos los números no negativos x, tales que x! < 2, y si R 
contiene a todos los números positivos x tales que x* > 2, enton- 
ces todos los números racionales se encuentran en L o en R y ¢ = 
VĒ no pertenece mi a E ni a R (Cap. +10). En general, cuando 
los conjuntos L y R son subconjuntos del conjunto de los núme- 
ros racionales, el número cortadura c se encuentra en L o en R, 
si y sólo si c es racional. Se dice que una cortadura es cerrada 
si el número cortadura c es un elemento del conjunto y, en caso 
contrario, la cortadura es abierta. Por eso, una cortadura en el 
conjunto de los números racionales es cerrada si c es racional, y 
abierta si c es irracional, es decir, no racional, El conjunto de todos 
los números cortaduras que se obtienen de cortaduras en el con- 
junto de los números racionales, se llama el conjunto de los nú- 
meros reales. El resultado de efectuar una cortadura en el con- 
junto de los números reales se acostumbra a enunciarlo en forma 
de un teorema, el Teorema de Dedekind: Toda cortadura en el 
sistema de números reales es cerrada (Ejercicio 10). 

Dadas dos cortaduras E? R} y 45, T} en el conjunto de los nú- 
meros racionales, formularemos las siguientes definiciones: 
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(i) 4£, R} = 45S, T} si hay, a lo sumo, un elemento de S que ño 
es elemento de L y viceversa, si hay, a lo sumo, un elemento de L 
que no es elemento de S. 

di) 4£, eo < 45 Tp si hay, por lo menos, dos elementos de $ 
que no son elementos de L. 

(iii) 4L, R} +45, Tf = 4U, V}, en donde U comprende a to- 
dos los números racionales que puedan expresarse en la forma a +- 
s, donde a pertenece a L y s pertenece a $. 

Las expresiones “a lo sumo un elemento” en (i) y “por lo me- 
nos dos elementos” en (ii), son necesarias, puesto que la corta- 
dura 4£, Ri donde L comprende a todos los x < 2 y la cortadura 
45, Al donde $ contiene a todos los x < 2 tienen el mismo número 
cortadura c = 2 y deben considerarse iguales. Cada una de las 
definiciones anteriores puede expresarse también (Ejercicio 4) con 
respecto a las condiciones de R, T y Y, ya que por definición de 
una cortadura JL, R} en el conjunto de los números racionales, 
todo número racional debe pertenecer a L o a R, de donde R con- 
tiene a todos los números racionales que no pertenecen a L. 

La cortadura JN, PŁ en la que todos los números racionales ne- 
gativos y cero se encuentran en N y todos los números racionales 
positivos pertenecen a P, se denomina cortadura cero. Se dice que 
una cortadura 4L, R} es negativa si 4 L, R} <¿N, Pb es cero si 
4L, R} = 4N, W es positiva si ¿N, $ $ 4£, + Una cortadura 
que es positiva o cero se dice que es no negativa. El producto de 
dos cortaduras 4£, R} -J9 Thc 40, v} puede definirse conside- 
rando los casòs posibles de cortaduras negativas y no negativas, De- 
finiremos a Y como el conjunto de números racionales que se pue- 
den expresar en la forma as, donde a pertenece a L, y s pertenece 
a S, cuando las dos cortaduras dadas son negativas; y cuando las 
dos cortaduras dadas son no negativas, definiremos a V como el 
conjunto de números racionales que se expresa en la forma ré, 
donde r pertenece a R y t pertenece a T. Si una de las cortaduras 
dadas es no negativa y la otra es negativa, U comprende al con- 
junto de los números racionales que se expresan en la forma at, 
donde a pertenece a L y t pertenece a T, cuando JER} es negati- 
va; y cuando 4S, T } es negativa, U comprende al conjunto de los 
números racionales susceptibles de expresarse en la forma sr, don- 
de s pertenece a S y r pertenece a R. 
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Ya hemos definido la igualdad, las relaciones de orden, la suma 
y la multiplicación para los nuevos símbolos L,R}. Como en el 
caso de los símbolos a/b y [a — b], queda por demostrar que existe 
un isomorfismo de orden entre un subconjunto de los nuevos sim- 
bolos y el conjunto dado de números, o sea, el conjunto de los 
números racionales. Consideraremos la correspondencia de JL, R 
con c, donde c es un número racional y Ł contiene a todos los nú- 
meros racionales x < c. Esto es, en esencia, la correspondencia en- 
tre cortaduras cerradas y los números racionales, ya que V com- 
prende a todos los números racionales < c, luego q5} = 
{LRP 

Dadas dos cortaduras 4 L, R |, 49S, Tf, que correspondán a núme- 
ros racionales a y b, respectivamente, las definiciones anteriores 
pueden aprovecharse para demostrar que JER t = 45, T} si y sólo 
sì a = b; que {LR} < 45, Tp si y sólo si a < b; que JER} + 
45, T} corresponde a a -+ b; y que 4£, R} ` 45, T} corresponde a 
a - b. Las demostraciones no son difíciles y se han dejado como 
ejercicio para el lector (Ejercicio 7). El isomorfismo de orden entre 
el conjunto de cortaduras cerradas y el conjunto de números racio- 
nales, muestra que para el conjunto de cortaduras cerradas, las defi- 
niciones anteriores son consistentes con nuestras definiciones pre- 
vias. Tal como se señaló anteriormente, los múmeros cortaduras 
representados por los nuevos símbolos se llaman números reales 
para cortaduras arbitrarias 4L, Rẹ} pertenecientes al conjunto de 
los números racionales. De esta manera, hemos obtenido números 
nuevos, los números irracionales que son los que corresponden a 
cortaduras abiertas. El Postulado de Dedekind sobre la existencia 
de un número cortadura c para todas las cortaduras pertenecien- 
tes al conjunto de los números racionales, sirve para postular la 
existencia de todos los números reales, racionales e irracionales en 
relación con los números racionales. El Teorema de Dedekind (to- 
das las cortaduras en el conjunto de los números reales son ce- 
rradas) puede probarse (Ejercicio 10) demostrando que todas las 
cortaduras en el conjunto de los números reales determinan una 
cortadura en el conjunto de los números racionales. Varias otras 
propiedades de las cortaduras de Dedekind y de los números rea- 
les se tratarán en los ejercicios siguientes y en el Cap. 1-12, 
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EJERCICIOS 


1, Citar dos ejemplos de cortaduras abiertas en el conjunto de números 
racionales. 

2. Citar dos ejemplos de cortaduras cerradas en el conjunto de los números 
racionales. 

3. Demostrar que toda cortadura en el conjunto de los números enteros es 
cerrada. 

4. Formular de nuevo las «lefiniciones anteriores (i) (ii) y (iii) con res- 
pecto a R, T, y V. 

5. Proponer una cortadura cero q Pr = qr P} tal que los conjuntos 
N' y N sean diferentes. 

6. Construir la cortadura que sea la suma de las dos cortaduras dadas en la 
respuesta del Ejercicio 1. 

7. Dadas dos cortaduras cerradas J4, RL JS, TÚ correspondientes a 
a y b respectivamente, demostrar que JL, R} = dl TÚ si y sólo si a = b; 
JER} <49 TY si y sólo sia < b; JL, RE 4 43, T} corresponde a a 4 b; 
y A Ry . 45 T | corresponde a a b. 

3. Repetir el Ejercicio 6 respecto del producto. 

9. Definir la sustracción de las cortaduras y repetir el Ejercicio 6 respecto 
de la sustracción. 

10. Demostrar el Teorema de Dedekind. 

11. Definir la división de una cortadura arbitraria por una cortadura dife- 
rente de cero. Dar un ejemplo numérico. 

12. Demostrar que los números reales están ordenados linealmente (Cap. 
1-6). 

13. Demostrar que los números reales son densos (Cap. 1 — 8). 


1-12 PROPIEDADES DE LOS NUME- 
ROS REALES. Acabamos de aceptar que los números 
reales existen y están ordenados linealmente (Ejercicio 12, Cap. 
1-11). Se los puede considerar ya sea como decimales (Cap. 1-10) o 
bien como cortaduras de Dedekind (Cap. 1-11). También damos 
por aceptado que se han definido las cuatros operaciones racionales 
y que tienen las mismas propiedades en el conjunto de los números 
reales que en el conjunto de los números racionales (Cap. 1-11). 

Dado cualquier número real a y cualquier entero positivo b, 
determinaremos que el símbolo a” representa el producto de b 
factores a. Si a 4 0, definiremos a° = 1 y a? a” = 1 para cualquier 
entero b. Si a = 0 y b es cualquier número real positivo, entonces 
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a = 0, Definiremos (a1?? == a para cualquier número racional b 
cuando a > 0, y para cualquier entero impar b cuando a < 0. 
Estas definiciones permiten conservar la propiedad a? a? = a%* 
siempre que los símbolos estén definidos. En general, para cual- 
quier número real a y para cualquier número racional b, por ejem- 
plo, b = r/s donde los enteros r, s no tienen factores comunes, el 
simbolo a? representa un número real si y sólo si el entero r puede 
elegirse de modo que a” esté definido y que la ecuación x* = 4” 
tenga una solución en el conjunto de los números reales. Este con- 
cepio puede aplicarse (Ejercicios 10, 11, 12 y 13) a los números 
reales a con el objeto de dar un significado preciso al símbolo a* 
en el conjunto de los números reales sujetos a cualquiera de las 
siguientes condiciones: 


(i) a = 0 y b es cualquier número positivo real; 

(ii) a > 0 y b es cualquier número real, y 

(iii) a < 0 y b = r/s donde los enteros 7, s no tienen factores 
comunes y s es número impar (no tiene factor 2). 


Cuando a = 0 y b < 0, no se le puede atribuir al símbolo a* 
un significado explícito dentro del conjunto de los números reales 
y conservar, al mismo tiempo, la propiedad a* a* = a", Cuando 
a < 0 y b es irracional, o b = r[s, donde 7 y s no tienen factores 
comunes y s es par, el símbolo a* no tiene un significado explícito 
en el conjunto de los números reales, pero puede definirse en el 
conjunto de los números complejos (Cap. 1-16). 

Todas las propiedades del conjunto de los números reales pue- 
den considerarse también como propiedades del conjunto de pun- 
tos de una recta. Supondremos que el lector está familiarizado con 
el uso de un sistema de coordenadas cartesianas ortogonales en la 
geometría plana de Euclides. En cualquier sistema dado de co- 
ordenadas, como el ya citado, definiremos los puntos que tienen 
números enteros por coordenadas, como puntos enteros; definire- 
mos como puntos racionales a los que tienen números racionales 
por coordenadas y como puntos reales a aquéllos que tienen por 
coordenadas, números reales. Dado un origen y un punto unidad, 
todos los puntos enteros y racionales pueden construirse con regla 
y compás (Cap. vi4). También, pueden construirse algunos pun- 
tos irracionales, como /2, la diagonal de un cuadrado, cuyo la- 
do es la unidad. La existencia del conjunto de los puntos irra- 
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cionales debe postularse. Euclides supuso que cualquier segmento 
de recta que uniera el centro de un círculo con un punto fuera 
del círculo, contenía un punto del círculo. Nosotros admitiremos 
el Axioma de Cantor-Dedekind: 


A cada punto de una recta corresponde uno y sólo un número 
real e inversamente, a cada número real corresponde uno y sólo un 
punto de una recta. 


Esta correspondencia biunívoca puede elegirse, como en el caso 
de los sistemas de coordenadas corrientes de modo que exista un 
isomorfismo de orden entre el conjunto de los puntos de la línea 
recta y el conjunto de los números reales. Esta correspondencia, 
pues, hace posible obtener una representación geométrica de las 
propiedades del conjunto de los números reales. Por ejemplo, los 
números reales y racionales son densos (Cap. 1-8); los enteros no 
son densos, Todos los números enteros, racionales y reales están 
ordenados linealmente (Cap. 1-6). 

La propiedad que distingue al conjunto de los números racio- 
nales del conjunto de los números reales es la continuidad. Esta 
es la propiedad que se utiliza en geometría plana para demostrar 
que cualquiera recta que una el centro de un círculo con un punto 
fuera de él, debe cortar al círculo, por lo menos en un punto. In- 
tuitivamente, una línea recta o curva es continua si no “se rompe” 
o “interrumpe”. Técnicamente, valiéndonos del Axioma de Cantor- 
Dedekind, representaremos los elementos de cualquier conjunto 
dado ordenado linealmente como un conjunto ordenado de puntos 
de una recta, y consideraremos a los números reales (coordena- 
das) asociados con estos puntos. Definiremos entonces el conjunto 
de elementos dado ordenado linealmente y el conjunto de puntos 
asociado con él como continuos si y sólo si el conjunto correspon- 
diente de números reales incluye a todos los números reales x o 
comprende a todos los números reales x que satisfacen alguna de 
las relaciones a< x, x < b,a < x < b para algunos números rea- 
les a, b. Esta definición puede formularse en forma mucho más 
elegante empleando la terminología del Cap. 1-11. Se dice que un 
conjunto de elementos linealmente ordenados, es continuo, si es 
denso y satisface el Postulado de Dedekind. Es así como los nú- 
meros racionales son densos, pero no continuos; los números rea- 
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les son densos y continuos. Las definiciones anteriores de conjun- 
tos densos y continuos pueden ampliarse a conjuntos de puntos 
en un plano y a muchos otros conjuntos que no pueden ser orde- 
nados linealmente. 

Las proposiciones contenidas en el Ejercicio 9 señalan, princi- 
palmente, métodos para ampliar un conjunto denso, ordenado li- 
nealmente y convertirlo en un conjunto continuo. Por ejemplo, 
cada uno de los números. 


1, 1,4, 1.41, 1.414, 1.4142, 14142], 1414214, . 


puede expresarse en forma de un número racional que tenga por 
denominador una potencia de diez (Cap. 1-10). Sin embargo, si 
consideramos una sucesión tal de números x; Xs, Xs, «s QUE sa- 
tisfaga, 


A AI A 


y tal que para cualquier número e racional positivo dado, el nú- 
mero positivo 2 -- x% pueda hacerse menor que e eligiendo n su- 
ficientemente grande, es decir, haciendo aproximaciones más y 
más próximas a w/2, entonces esta sucesión sin fin de números 
puede decirse que define un nuevo número vz En la termino- 
logía del análisis algebraico, la sucesión anterior de números ra- 
cionales tiene a y/Ž como límite (Cap. ut-11). En general, cual- 
quier conjunto de elementos denso ordenado linealmente puede 
hacerse continuo agregando todos los límites de las sucesiones con- 
vergentes de sus elementos (Cap. 11-11). Por ejemplo, el conjunto 
de los números racionales se convirtió en un conjunto continuo 
(el conjunto de los números reales) al agregar los números irra- 
cionales. Todo número irracional puede expresarse como límite 
de una sucesión de números racionales. 

La última propiedad de los números reales que consideraremos 
es la propiedad de tener límites. La palabra “límite” se usa fre- 
cuentemente para indicar un ámbito que no puede o no debe exce- 
derse. La frase “fuera de los límites” es corriente en muchos juegos. 
Todo objeto físico tiene límites. Las inmensas regiones polares 
despobladas de la Antártica están limitadas por océanos. El aire 
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que respiramos es una parte de la atmósfera de la tierra que está 
limitada, dado que no se extiende hasta el sol, hasta otro planeta, 
ni aùn hasta la luna. El número de pelos de la cabeza de una per 
sona y el número de granos de arena de la playa de Miami son 
limitados, aun cuando, por lo menos, en el segundo caso, el nú- 
mero es grande. 

La palabra “ilimitado” se usa para indicar que un objeto o los 
elementos de un conjunto exceden cualquier límite que se pre- 
tenda establecer para él. Se dice que el conjunto de enteros posi- 
tivos es ilimitado, ya que si se considera cualquier número real M 
como límite, siempre existe un número entero n tal que n > M. 
Para ser más exactos, decimos que los enteros positivos tienen un 
límite inferior que es cero, o cualquier número negativo y que 
en su extremo superior son ilimitados. Lo mismo puede decirse 
de los números reales positivos. Los enteros negativos son ilimi- 
tados en su extremo inferior y son limitados en su extremo supe- 
rior. El conjunto de todos los enteros es ilimitado en sus extremos 
inferior y superior, es decir, es dlimitado. Análogamente, los nú- 
meros reales son ilimitados. 

El conjunto de los números reales positivos < N está limitado 
por 0 y por N. Cualquier conjunto numerado de números reales 
está limitado, Por ejemplo, el conjunto 1, 5, 75, 82, 17, —4 está li- 
mitado por —4 y 75 o por —10 y 100, .... En efecto, los límites no 
son únicos y cualquier número real determinado está limitado. 
Por ejemplo, cualquier número real n está limitado por n — 1 y 
n + 1. Cada uno de los números reales, considerados individual. 
mente, está limitado, pero el conjunto de todos los números rea- 
les es ilimitado. Lo mismo puede decirse del conjunto de números 
enteros. Se dice que un conjunto de números reales está limitado 
si existe un número entero positivo fijo N tal que ~N < b < N 
pura todos los elementos b del conjunto. En la sección siguiente 
de este capítulo consideraremos conjuntos ilimitados de elementos 
y nos referiremos, particularmente, a los conjuntos de elementos 
que puedan ordenarse en correspondencia biunívoca con respecto 
al conjunto de los números enteros positivos. 


EJERCICIOS 


1. Indicar cuáles de los siguientes conjuntos de elementos son linealmente 
ordenados: (a) los númcros enteros; (b) los números racionales; (c) los nů- 
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meros irracionales; (d) los números reales algebraicos; (e) los puntos de un 
circulo en la geometría de Euclides, y (f) los puntos de un segmento de recta 
limitado en la geometría de Euclides. 

2. Señalar cuáles de los conjuntos de elementos del Ejercicio 1 son densos. 

3. Indicar cuáles de los conjuntos de elementos del Ejercicio 1 son continuos. 

4. Demostrar que todo conjunto continuo lincalmente ordenado, debe ser 
también denso. 

5. Indicar una propiedad del conjunto de los números reales que lo dis- 
tinga del conjunto de los números racionales. 

6. Indicar una propiedad del conjunto de los números racionales que lo 
distinga dei conjunto de los números enteros. 

7. Citar tres conjuntos de números que posean las siguientes propieda- 
des: (a) tener límite inferior y superior; (b) tener limite inferior solamente; 
(9 tener límite superior solamente; ¡d) ser ilimitados; (e) ser limitados. 


8. Citar dos conjuntos de límites, en el caso de que exista alguno, para cada 
uno de los conjuntos de números dados en las respuestas al Ejercicio 7. 

9. Dar ejemplos algebraicos o geométricos de cada una de las siguientes 
proposiciones. Cada proposición puede servir para postular la existencia del 
conjunto de números xeales y, en este sentido, es equivalente al Postulado de 
Dedekind. Cualquiera de estas proposiciones puede considerarse también como 
base suficiente para probar la continuidad tanto en álgebra como en geometría, 

a) Toda fracción decimal está dada como un número real, 

b) Teorema de Bolzano Weierstrass: Todo conjunto acotado de infinitos pun- 
tos admite por Jo menos un punto límite. 

e) Todo conjunto de puntos acotado en su extremo inferior tiene una cota 
mferior máxima. 

d) Todo conjunto de puntos acotado en su extremo superior tiene una cota 
superior mínima. 

€) Teorema de Heine - Borel - Lebesgue: Si un conjunto infinito de intervalos 
1 comprende un conjunto fundamental de puntos $ en un intervalo cerrado finito, 
entonces, existe un subconjunto finito de 7 que comprende a $. 

f) Toda sucesión de Cauchy de números racionales determina un número 
real (Cap. 11-11). 

8) Teorema de Cantor: Dada una sucesión cualquiera de intervalos Es En 
Es... sobre una recta, en que E, está determinado por a, Sx <b, y en donde se 
a <be Lb, Sbn entonces existe 
por lo menos un punto, sea x = x, que pertenece a todos los intervalos de la 


alas relaciones &: 54, E a < 


sucesión. 


10. Definir a? para cualquier número reai a 4 0 y para cualquier entero b. 
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*11, Definir a? como un número positivo para cualquier número real positivo 
a y cualquier número real b. 

12. Definir a? para cualquier número real negativo a y cualquier número 
racional b = r/s, donde los enteros r, $ no tengan factores comunes y s sea 
impar. 

13. Demostrar que a” está determinado univocamente por las condiciones 
expuestas en los Ejercicios 10, 11, 12, 


1-13 LOS NUMEROS CARDINALES 
TRANSFINITOS. En las secciones 1 y 2 del Cap. 1 se 
han considerado los números cardinales asociados con conjuntos fi- 
nitos de elementos. Dos conjuntos finitos tienen el mismo número 
cardinal si y sólo si existe una correspondencia biunivoca entre los 
elementos de los dos conjuntos. Ahora, mediante correspondencias 
biunivocas, asociaremos números cardinales (números cardinales 
transfinitos) con conjuntos infinitos (Cap. 1-2). 

Dos conjuntos infinitos de elementos tienen el mismo número 
cardinal transtinito si y sólo si existe una correspondencia biuni- 
voca entre los elementos de los dos conjuntos. Como en el caso 
de los conjuntos finitos, se dice que dos conjuntos infinitos que 
tienen el mismo número cardinal son equivalentes. Sin embargo, 
un conjunto infinito puede ser equivalente a uno de sus propios 
subconjuntos, Por ejemplo, el conjunto de los enteros positivos n 
es equivalente al conjunto de los enteros positivos pares según se 
desprende de la correspondencia de n con 2n, Debido a esta propie- 
dad de los conjuntos infinitos, una correspondencia biunívoca entre 
los elementos del conjunto A y de un subconjunto propio de un 
conjunto B, significa solamente que el número cardinal del conjun- 
to A es menor que o igual al número cardinal del conjunto B. Con 
el objeto de demostrar que el número cardinal de un conjunto 4 es 
menor que el número cardinal de un conjunto B, es necesario 
probar que A es equivalente a un subconjunto propio de B y que 
no existe una correspondencia biunívoca entre los elementos de A 
y los elementos de B. 

Si un conjunto de elementos tiene un número cardinal tres, sus 
elementos pueden ordenarse en correspondencia biunívoca con el 
conjunto 1, 2, 3, de los enteros positivos, Si un conjunto está repre- 


*Para la solución de este ejercicio se requiere la matcria presentada en el 
Cap. 1-11 
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sentado por un número cardinal z, sus elementos pueden ordenarse 
en correspondencia biunívoca con el conjunto 1, 2, 3 n, de 
enteros positivos. Si los elementos de un conjunto pueden ordenarse 
en correspondencia biunívoca con el conjunto de todos los enteros 
positivos 1, 2, 3, ..., su número cardinal se llama Aleph-cero, No 
y se dice que el conjunto es infinito contable o infinito numerable. 
El conjunto de todos los enteros positivos. 


78 AE as n hs 
el conjunto de los enteros positivos pares 

24 5681012M.. 2n 0...» 
el conjunto de los enteros positivos impares 


T SS IET Melo... 


y aún el conjunto de los números racionales positivos, como lo de- 
mostraremos más adelante, son infinitos numerables. 

El conjunto de los números racionales positivos es por lo menos 
infinito numerable, pues tiene como subconjunto al conjunto de 
los números enteros positivos. Demostraremos que el conjunto de 
los números racionales positivos es a lo sumo infinito numerable 
demostrando que el conjunto de todos los pares de enteros positivos 
es infinito numerable. Consideremos el cuadro 


ES LEN ÉS 
1/1 a 1/3 1/4 1/5 1/6 1/7 
q 9/22/372/4 72/52/6217 
3ní 3/2 “3/3 3/4 3/5 3/6 3/7 
Eh 4/2 4/3 4/4 4/5 4/6 4/7 
5/1 ,5/2 5/3 5/4 5/5 5/6 5/7 
pr 6/2 6/3 6/4 6/5 6/6 6/7 
y asociemos un entero positivo con cada par siguiendo la dirección 


de las líneas diagonales tal como se indica en el cuadro: 


l ~ 1/1 2 ~ 1/2, 3 ~ 2/1, 4 ~ 3/1, 5 ~ 2/2, --- 
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Esta correspondencia biunívoca entre el conjunto de los enteros 
positivos y el conjunto de todos los pares de enteros positivos indica 
que el conjunto de pares es infinito numerable. Dado que el con- 
junto de números racionales positivos es un subconjunto del 
conjunto de todos los pares de números enteros positivos, el con- 
junto de números racionales positivos no es superior a infinito 
numerable. Luego, ya que es también por lo menos infinito nume- 
rable, el conjunto de los números racionales positivos es infinito 
numerable, 

La correspondencia anterior entre los números racionales posi- 
tivos y los enteros posi ivos proporciona una ordenación de los 
números racionales positivos. Esta ordenación satisface las condi- 
ciones de un conjunto ordenado linealmente (Cap. 1-6), pero 
evidentemente no es una ordenación conforme a la magnitud o 
medida de los números. Por ejemplo, según este orden, 2 precede 
alj4ya3 

Dado que el conjunto de los múltiplos de mil, el conjunto de los 
números enteros pares, el conjunto de los números enteros impares, 
el conjunto de los números enteros, y el conjunto de los números 
racionales tienen todos el mismo número cardinal, surge Ja cuestión 
de que si todos los conjuntos infinitos de números reales son infini- 
tos numerables. Puede demostrarse que el conjunto de los números 
reales algebraicos es infinito numerable (Ejercicio 5) y que el con- 
junto de los números reales trascendentes no es infinito numerable 
(Ejercicio 6). 

Si se representan únicamente los puntos enteros por medio de 
puntos sobre una recta, es fácil ver los “saltos” en la recta. Una vez 
que se han agregado todos los puntos racionales, los puntos se pre- 
sentan densos y sin embargo, si se considera la recta como el eje de 
las x, y se describe el círculo con centro en el origen y radio 1/2, 
este círculo corta la recta sin encontrarse con ningún punto racio- 
nal, de modo que debe haber aún “saltos” en la recta. Si se agre- 
garan aún todos los puntos cuyas abscisas son números reales alge- 
braicos (Cap. 1-10), todavía habria “saltos” ya que si la circunfe- 
rencia de un círculo de radio igual a Ja unidad, pudiera cortarse, 
estirarse en línea recta colocando un extremo en el origen, el otro 
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extremo llegaría al punto irascendente 2x. Cuando se han repre- 
sentado todos los números reales no hay ningún “salto” en la recta. 

Consideremos el conjunto de los números reales entre cero y uno 
y representémoslos como números decimales. Si el conjunto es infi- 
nito numerable, los decimales pueden ordenarse en cor respondencia 
biunívoca con los enteros positivos y pueden escribirse en lista en ef 
orden impuesto por esta correspondencia. Supongamos que el orden 
impuesto es 


.1284 
.2315 
- 1694 

7850 


De acuerdo con la suposición de que et conjunto es infinito 
numerable, todos los decimales entre cero y uno se encuentran en el 
esquema anterior. Supongamos que formamos un decimal tomando 
los elementos .1390 ... de la diagonal principal y aumentamos 
cada elemento en 1, excepto el Y que se reemplaza por 0. El nuevo 
decimal en este caso es .2401 ... y se encuentra entre el cero y el 1. 
Este decimal no se encuentra en la primera fila, ya que sus primeros 
elementos difieren; no está en la segunda fila, ya que sus segundos 
elementos difieren; y en general, no está en la j-ésima fila, puesto 
que los j-ésimos elementos difieren. De aquí que el decimal forma- 
do no se encuentre en el esquema, y que la suposición de que los 
números reales entre cero y uno son numerables nos ha conducido 
a una contradicción. En resumen, sí el conjunto de los números 
reales entre cero y uno es infinito numerable, los números reales 
de ese conjunto pueden ponerse en una lista en algún orden como 
se hizo más arriba. Cualquiera que sea este orden, podríamos, st 
fuese necesario, volver a ordenar los números de modo que por 
lo menos uno de los dígitos de la diagonal principal no sea $ sino 
9 y, por medio de este procedimiento, formaríamos un nuevo deci 
mal que no se encuentre en la lista. Por consiguiente, los números 
reales entre cero y uno no pueden ponerse en lista en ningún orden 
y el conjunto no es infinito numerable. Por esta razón cl conjunto 
de los números reales es infinito, pero no infinito numerable, ya 
que uno de sus subconjuntos es infinito y no infinito numerable. 
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El número cardinal asociado con el conjunto de todos lós núme: 
ros reales se llama el número cardinal del continuo C. El infinito 
numerable yyy es el primero, o sea el número cardinal transfini- 
to menor. Uno de los problemas matemáticos famosos no resuel- 
tos es demostrar que C es el número transfinito siguiente a yo, €s 
decir, C = y». Hay por lo menos un conjunto infinito numera- 
ble de números cardinales transfinitos diferentes (ver Bibliogra- 
fía N? 13, págs. 84-85; y N? 29, págs. 54-55), pero los dos anterio- 
res son los más comunes. 

La correspondencia entre los números reales y los puntos sobre 
una recta en la geometría euclidiana corriente, es válida sólo para 
números finitos. Los números transfinitos no se incluyen en el con- 
junto de los múmeros reales y tienen relaciones completamente 
diferentes de las de los números reales. Por ejemplo, yo + a = No. 
donde a es igual a go o a cualquier número cardinal finito; No -+ 
C = C; No * 5 = No 


EJERCICIOS 


1. Dar tres ejemplos de cada uno de los siguientes ejercicios: (a) un con- 
junto finito y un subconjunto finito propio; (b) un conjunto infinito y un sub- 
conjunto finito; (c) un conjunto infinito y un subconjunto infinito propio; 
(d) un conjunto infinito numerable; (e) un conjunto infinito que no sea infinito 
numerable. 

2. Demostrar que los números racionales negativos son infínitos numerables. 

3. Demostrar que cualquiera función f(x) definida (Cap. 1-10) para valores 
enteros positivos de x, tonta una sucesión infinita numerable de valores (no nece- 
sariamente distintos) a medida que x toma los valores 1, 2, 3, ... 

4. Dar tres ejemplos de sucesiones de números obtenidas como se señala 
en el Ejercicio 3, 

5. Demostrar que el conjunto de los números reales algebraicos es infinito 
numerable (ver Bibliografía N? 18; pág. 103). 

6. Demostrar que el conjunto de números reales trascendentes no es infinito 
numerable 


1-14 GRUPO; SISTEMA DE NUMEROS. 
Hemos estudiado el sistema de números racionales y el sistema de 
los números reales. En esta sección estudiaremos el concepto de 
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grupo y estableceremos con toda exactitud qué se entiende por 
un “sistema de números”. 

Un conjunto de elementos forma un grupo con respecto a una 
operación € binaria única cualquiera (Cap. 1 - 2) si ella es: (1) ce- 
rrada (2) asociativa; y contiene (3) un elemento de identidad; y (4) 
el inverso de cada uno de sus elementos, En otras palabras, el con- 
junto C de elementos a, b, ... forma un grupo con respecto a Y si 
(Da 9 b está en C para todos los pares a, b de C; (2) (a 9 b) @ c 
= 4 9 (b 9 c) para todo a, b, c, de C; (3) hay un elemento I de € 
tal quel 9 a = a 8 = a para todo elemento a de C; y (4) para 
todo a de C hay un elemento a' en C tal que a Q d =g ga= 1 
Por ejemplo, el conjunto de los enteros (positivos, negativos y cero) 
forma un grupo con respecto a la operación de la adición pero no 
con respecto de la operación de la multiplicación. El conjunto 
de los números racionales (y también el conjunto de los números 
reales) forma un grupo con respecto a la adición. Si se excluye el 
cero, los números racionales restantes forman un grupo con res- 
pecto a la multiplicación, 

Se dice que un grupo es conmutativo (o Abeliano) sia Y b = 
b 0 a para todos los elementos a, b, del grupo. 

Un conjunto de elementos en el cual están definidas dos opera- 
ciones binarias + y X forma un sistema de números o campo con- 
mutativo si: (1) el conjunto forma un grupo conmutativo con 
respecto a +; (2) el conjunto, sin el elemento de identidad para 
++, forma un grupo con respecto a X; y (3) las leyes de la distribu- 
tividad de X con respecto a +, 


ax (b+c) =axb+aexco b+) xa=bxa+cXxa, 


son válidas para tres elementos cualesquiera a, b, e del conjunto. 
Un sistema de números en el cual la X es conmutativa se llama 
campo*. 

Si a y b son elementos de un sistema de números tal que ab = 0 
y a 0, entonces existe a” de acuerdo con (2), aab — 0, y b = 
0. En otras palabras, si el producto de dos elementos de un sistema 
de números es cero, entonces por lo menos uno de los elementos 
debe ser cero. En rigor, un elemento k 4 0 se llama un divisor cero 


*Los autores franceses emplean el término “cuerpo”. (N. de la T). 
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si existe un elemento j æ 0 tal que j - k = 0 (ver Ejercicio 13, 
Cap. 1-9). La demostración anterior prueba que los divisores cero 
no pueden existir en un sistema de números. 

Si un sistema de números contiene a los enteros positivos, debe 
contener también (i) a cero y a los enteros negativos, es decir, al 
elemento de identidad y a los inversos aditivos; y (ii) a los números 
racionales, ya que debe incluir a los inversos respecto a la multi- 
plicación de todos los enteros diferentes de cero y a todas las sumas 
finitas de estos inversos. Por consiguiente, cualquier sistema de 
números que contiene a los enteros positivos debe contener a los 
números racionales. Los números racionales, los números reales, y 
—como veremos pronto— los números complejos, forman sistemas 
de números, Los conjuntos de los números racionales, reales y com- 
plejos forman también sendos campos, dado que hemos determi- 
nado que la adición y la multiplicación son operaciones conmu- 
tauvas, 

La definición exacta que hemos dado de un sistema de números 
contiene los conceptos básicos de este término matemático corrien- 
te. Es aún de mayor importancia fundamental la introducción de 
los conceptos de grupo y de campo que junto con el concepto 
de anillo (Cap. 1-18) forman la base de la mayoría de las defini- 
ciones del álgebra abstracta. 


EJERCICIOS 


1. Indicar cuáles de los conjuntos de números siguientes forman grupos 
respecto a la adición. 

a) números enteros pares, 

b) números enteros impares, 

<) múltiplos enteros de diez, 

d) múltiplos enteros de cualquier entero k, 

€) enteros positivos, 

f números de la forma byZ en que b es un número racional, 

g) números de la forma a + by/2, en que a y b son enteros, 

h) números de la forma a + by/2, en que a y b son números racionales, 

i) 0, 

j) números racionales positivos, 

K) números irracionales, 

1) números de la forma a + bw, donde a y b son nùmeros racionales cuales- 
quiera y w es un número algebraico dado (Cap. 1-18) . 
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2. En cada uno de los conjuntos de múmeros del Ejercicio 1, excluir el cero 
cada vez que se presente e indicar cuáles de los conjuntos de números que 
resultan forman grupos respecto a la multiplicación. 
3. Demostrar que si en un conjunto de elementos la adición es asociativa 
el conjunto es cerrado respecto a la sustracción y que este conjunto forma un 
grupo respecto a la adición. 


1-15 LOS NUMEROS COMPLEJOS. 
Hemos comenzado por los números enteros positivos, desarrollamos 
en seguida el sistema de números racionales con el fin de obtener 
un conjunto de números que sca cerrado para las cuatro operacio- 
nes racionales (adición, multiplicación, sustracción, división) e in- 
trodujimos el sistema de números reales para obtener un conjunto 
de números en el cual puedan representarse todas las magnitudes 
finitas. En los sístemas de números racionales y reales, las relaciones 
de orden e igualdad, así como las operaciones de adición y multi- 
plicación tienen las mismas propiedades básicas que en el conjunto 
de los números enteros (Cap. 1-5 y Cap. 1-6). En esta sección 
repetiremos una vez más el procedimiento para definir las relacio- 
nes y operaciones para un nuevo símbolo, probando con respecto 
a un subconjunto de los símbolos, que estas definiciones son consis- 
tentes con las definiciones anteriores y definiendo los nuevos sim- 
bolos como números. Todos los símbolos finitos considerados ante- 
riormente para los números podían ser representados como puntos 
sobre una recta en la geometría plana corriente y estaban lineal- 
mente ordenados. Los nuevos símbolos que consideraremos ahora 
deberán representarse sobre un plano en vez de sobre una recta 
en la geometría plana corriente. Por consiguiente, los nuevos sím- 
bolos no están ordenados linealmente y no consideraremos sus 
relaciones de orden. 

Los nuevos símbolos que vamos a presentar son indispensables 
para resolver las ecuaciones algebraicas. Nuestro estudio anterior 
sobre los números algebraicos finitos puede considerarse desde otro 
punto de vista, a saber: encontrar números que correspondan a 
todas las raíces reales de una ecuación polinomia, es decir, números 
para designar los puntos en los cuales una curva polinómica corta 
el eje x en el plano real. Si a, b, c son enteros positivos arbitrarios, 
se necesitan los números racionales positivos para resolver todas las 
ecuaciones de la forma ax b; a menudo se necesitan números 
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negativos para resolver ecuaciones de la forma x 4- a = b, y nú- 
meros reales (racionales y algunos irracionales) para resolver ecua- 
ciones de la forma ax? -+ bx + e = 0 donde b? — 4ac > 0. Todos 
los ceros de un polinomio f(x) que aparecen como intersecciones 
geométricas corrientes del gráfico de y = f(x) con el eje real x 
son, por supuesto, números reales. Sin embargo, algebraicamente 
conviene que la ecuación de segundo grado x? + 2ax + b = 0, 
tenga dos raíces, sea que la curva y = x? + 2ax + b corte el eje 
x o no en la geometría plana de Euclides, es decir, para valores 
reales cualesquiera de a y b. En consecuencia, ampliaremos una vez 
más nuestro sistema de números para incluir un nuevo tipo de 
número. 

Consideraremos ahora, pares ordenados de números reales (a, b) 
donde 


(i) (a,b) =.(c,d) si y sólo sia = c y b = d; 


(ii) (ab) + (cd) = (a + c b + d); 
(iii) (a,b) + (c,d) = (ac — bd, ad + bc). 


Como en el caso de otros símbolos nuevos, consideraremos una 
correspondencia entre un subconjunto (a, 0) de los nuevos símbolos 
y el conjunto de los números reales a. También, como antes, las 
definiciones anteriores pueden usarse para demostrar que esta co- 
rrespondencia es un isomorfismo (Ejercicio 1). Nótese que en este 
caso el isomorfismo mo se denomina isomorfismo de orden. 

Los nuevos símbolos (a,b) se definen como números, números 
complejos, para números reales cualesquiera a,b. El número a se 
llama la parte real del número complejo (a,b); b se llama la parte 
imaginaria. Se dice que el número complejo (a,b) es imaginario 
si b 0, y que es imaginario puro si b 4 0 y a = 0. Según el iso- 
morfismo anterior el conjunto de los números complejos (a,b) 
comprende al conjunto de los números reales (b = 0) y al conjun- 
to de los números imaginarios {b 34 0). En vista de que los nú- 
meros complejos no están ordenados linealmente en cuanto a 
magnitud, la clasificación de números en positivos, cero y negativos 
se usa sólo para los números reales. De modo que los números 
negativos y positivos se refieren siempre a los números reales nega- 
tivos y a los números reales positivos. 

Ahora podremos demostrar que las raíces de x* + 1 = 0 son 
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(0,1) y (0, —1). Tenemos, en realidad (0,132 = (0, 1) - (0,1) = 
(01,0 + 0) =(-1,0)=-—1 y (0—1 =(0,—D - (0,1) 
(0 — 1, 0 -+ 0) = (—1,0) = —1. La manipulación mecánica de los 
números complejos se simplifica grandemente escribiendo (0, 1) = 
i. Entonces (a, b)i= (a,0) + (0, b) =(a,0) -+ (b,0) - (0,1 =a 
+ bi, y podemos considerar que a, b, i son números sujetos a la con- 
dición que * = — 1 todas las veces que aparezca f. Por consi- 
guiente, 


(2,3) = (2 + 317 


8 + 365 + 54it + 275 
8 + 36i — 54 — 27i 
46 + 9i = (46,9). 


La palabra complejo denota que los nuevos números no son 
números simples, como se tenía entendido en el pasado, sino que 
cada uno es un par ordenado de números tales que satisfacen las 
condiciones (i) y (ii) anteriores. Es incorrecto emplear la palabra 
imaginario como opuesto a real, Excepto en el sentido técnico sobre 
el que están de acuerdo los matemáticos, las dos clases de números 
son igualmente reales, 

Se puede considerar que los números negativos resultan de la 
rotación del eje positivo x en torno al origen en 180°, Si esta 
rotación se efectúa dos veces, se obtiene la identidad — (—a) = a. 
En este sentido, la multiplicación por —1 y la rotación en 1800 
son equivalentes (Fig. 1-2). 


Fic. 12 


De manera análoga, la multiplicación por į es equivalente a una 
rotación de 90%. Si la multiplicación o la rotación se aplica dos 
veces, se obtiene el número negativo y si se aplica cuatro veces, se 
obtiene el número original (Fig. 1-3). 
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Fic. 1-3 


Un plano tal como el de la Fig. 1-3 con un eje de números reales 
y un eje de los números imaginarios suele denominarse un plano 
complejo. Cada número complejo a + bi = (a, b) puede asociarse 
con un punto único en el plano complejo con la coordenada « 
sobre el eje real y b sobre el eje imaginario (Cap. 1-16). 

Los números complejos a + bi y a — bi son cada uno el conju- 
gado del otro. La norma n(z) de un número complejo z es cl pro- 
ducto del número por su conjugado. Por eso si z = a + bi, n (2) = 
n(a + bi) = (a + bi) (a— bi) = a? + bt, que para z 4 0, es 
siempre positivo. 

El valor absoluto o módulo de z = a + bi es la raíz cuadrada 
no negativa de la norma |z| = ya? + b*. De manera que el valor 
absoluto de un número complejo es siempre un número real, 

Cuando buscamos el cuociente de dos números complejos 
(a, b) + (c, d), en realidad buscamos un número (p, q) tal que 


(a, b) = (c, d) - (p, g). 


Tenemos 
(a, b) = (cp — dg, cg + dp), 
a = cp — dq, 
b= dp eg, 
de donde 
ac +bd be ~ ad 


P= aE IS FFË 
si c2 -+ d? 40. Por consiguiente, de la unicidad de la suma, de la 
diferencia, del producto y del cuociente de los números reales, obte- 
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nemos números reales únicos p y q toda vez que c? 4- d! 40, es 
decir, siempre que (c,d) 4 0. Esto completa la demostración del 
teorema siguiente: 


TEOREMA 1-1, En el sistema de números complejos, la división 
es siempre posible y es única, con excepción de la división por 
cero, 


En la práctica, existe la costumbre de indicar la división de 
Zı = 4 + bi por z, = c + di por medio del cuociente 2,/%4 == 
(a + bi) / (c + dí). Este cuociente se expresa entonces 'como un 
número complejo multiplicando su numerador y su denominador 
por el conjugado de za, es decir, 


a+ bi _ (a+ di)(c — di) acHbd, be—-ad. 
cdi (c+ di)(c — d) Spa? e+ 


A 


En el Cap. 1-16 se estudian otras representaciones de z;/zş. En esa 
oportunidad trataremos también las relaciones entre los valores 
absolutos y los módulos de z, y zə. En particular, necesitaremos 
demostrar que el valor absoluto de un producto de números com- 
plejos es igual al producto de los valores absolutos de sus factores. 
Este hecho es una consecuencia del Teorema 1-2, que formulare- 
mos y demostrarcmos en seguida. 


TEOREMA 1-2. La norma de un producto es igual al produc- 
to de las normas de sus factores. 


Sea 2, = a + bi,za = c + di, entonces n(z,) = a? + b2, n(z) 
= 0 + d’, z% =4c — bd + (ad + be), y además 


n(zz:) = (ac — bd)? + (ad + be)? 
= ac + bd? — 2abed + ata? + bio? + Zabod 
= (at + b) (è + d’) 
= nía) - nía). 
Esto demuestra el teorema para el producto de dos factores. Dado 


que el producto de dos números complejos es también un número 
complejo, la demostración puede repetirse con 2, =W1Wp, 24 = Ws 
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para demostrar el teorema para tres factores, y en general con z; 
= W¡Uy,..Un-y Y Z4 = W, para demostrar el teorema para cualquier 
número finito de factores por inducción matemática (Cap. 1-4). 
En el caso de, la suma de los números complejos podemos de- 
mostrar 


TEOREMA 1-3, El valor absoluto de una suma de números 
complejos es menor que o igual a la suma de los valores abso- 
lutos. 


Supongamos |z; + z| > |21| + [Ze] donde z, = a + bi, z, = ¢ 
«+ di. Entonces 


Vat FF OFP > VERA ve +d, 
de donde 


(a+ c)? + (b+ d) > ea (a dee, 
at e+ b+ dH 2ac t 20d > tbt etd +V eF NEHA), 
ac + bd > (A+, 
ac + bd? + 2abed > ate? + bR + ad + Ye, 

0 > bie? — 2abed + avd”, 
0 > (be — ad)? 


Pero esto es imposible, dado que el miembro de la derecha es el 
cuadrado de un número real y por lo tanto no negativo, De esta 
manera la suposición de que el teorema es falso ha conducido a 
una contradicción, y hemos hecho una demostración indirecta 
(Cap. 1-10) del teorema para la suma de dos números comple- 
jos. Esta demostración puede ampliarse por inducción matemá- 
tica y aplicarse a cualquier suma finita de la misma manera que 
se amplió la demostración anterior referente a los productos. 


EJERCICIOS 


1. Demostrar que la correspondencia de (a, 0) respecto de a es un isomor- 
tismo. 

2. Valiéndose de conocimientos adquiridos previamente, proponer una ecua» 
ción de segundo grado con coeficientes reales que tenga sus raices en el conjunto 
de (a) los números enteros, (b) los números racionales, (c) de los números 
reales irracionales, (d) de tos números imaginarios, (e) los números imaginarios 
puros. 
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3. Demostrar que los números complejos forman un sistema de números. 
4. Expresar en la forma a 4 bi: 


y ME | 

1" 2-V-3 3+4 

5. Determinar el módulo de cada uno de los números complejos dados en el 
Ejercicio 4. 


6. Demostrar que si un número complejo es igual a su conjugado, el nú- 
mero es real. 


VO 5 4 1+4v 


7. Demostrar que si el producto de dos números complejos cs cero, entonces 
por lo menos uno de los números es cero. 


1-16 PROPIEDADES DE LOS NUME- 
ROS COMPLEJOS. Las relaciones entre el álgebra y 
la geometría son importantes especialmente para aquellas perso- 
nas que intentan aprender los conceptos fundamentales de mate- 
máticas. Hemos visto en el (Cap. 1-12) que todos los números rea- 
les pueden representarse como puntos sobre una recta e inversa- 
mente, todos los puntos de una recta en la geometría de Euclides 
pueden representarse por números reales. En esta sección del Cap. 
1 consideraremos dos representaciones de números complejos en 
un plano euclidiano. En seguida, de estas representaciones gráfi- 
cas deduciremos representaciones trigonométricas y exponenciales 
para los números complejos. 

Dado un sistema ortogonal de coordenadas cartesianas de ori- 
gen 0 y ejes 0x y 0y, tomamos a 0x como el eje de los números 
reales y a 0y como el eje de los números imaginarios, El número 
complejo 2 = a + bi puede representarse ya sea por el punto P: 
(a, b) o bien, si z 4 0 por el segmento de recta orientado, vector, 
OP (Fig. 1-4). 

Un vector tiene longitud y dirección. 
La longitud r de OP está dada por el 
valor absoluto de z; su dirección está 
dada por el ángulo 8 formado por el 
eje positivo x y OP. Para cada z, el nú- 
mero no negativo r = yat F DI está 
determinado unívocamente, pero O = 
arc tg bja, la amplitud o argumento 
Fic 1-4 de z, puede determinarse sólo dentro 
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de un múltiplo de 2x. El número complejo z = a + bi y el punto 
P:(a, b) están univocamente determinados ya sea por el par de 
números reales (a, b}, esto es, las coordenadas ortogonales o car- 
tesianas del punto P, o por el par de números reales (r, 0), esto 
es, las coordenadas polares del punto P. Empleando funciones tri- 
gonométricas, a = rcos 0, b == rsen 9, y z = 7 (cos0 + i send. 
También puede expresarse cualquier número complejo z mediante 
notación exponencial. 

Para números reales a, b el símbolo a* puede definirse como 
un número real único (Ejercicio 13, Cap. 1-12) sia =0 y b > 
0; si a > 0 y b es cualquier número real; y cuando a < 0 y b = 
r/s donde los enteros r, s no tienen factores comunes y $ es impar. 
El valor único del símbolo a* se basa en el hecho de que para los 
valores racionales de b = r/s, en que r, s son enteros sin factores 
comunes, la ecuación x* = a" tiene una solución positiva única en 
el conjunto de los números reales cuando a" > 0; y tiene una so- 
lución real única en todos los otros casos tales que a* esté definido. 
Ya que la ecuación x* = a” tiene s soluciones en el sistema de nú- 
meros complejos, el símbolo a” puede asociarse con cualquiera 
de los números complejos s. De aquí que, en nuestra definición 
de a en el sistema de números complejos, será necesario n veces 
designar un elemento particular de un subconjunto de los núme- 
ros complejos, como el valor principal de un símbolo dado a’. 

La representación exponencial z = 7e", donde e es la base de 
los logaritmos naturales, puede deducirse de la representación 
trigonométrica z == + (cos @ + i sen 6) por medio de series infinitas, 
Los lectores que no recuerden las siguientes series infinitas de sus 
estudios anteriores de matemáticas, pueden revisar el desarrollo 
de estas series en el Cap. 11-15 o aceptar Ja representación z 
re" como una suposición más. 

La serie infinita 


La E, a 
entire 


puede usarse para definir e" para cualquier número complejo x 
(Cap. m1 - 15). Obtenemos entonces 
A 2 e e 
sli 3 aga 
1704 
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substituyendo ¿x por x. Una comparación de esta serie con las dos 
series siguientes 


2,2 3 
0051 FA 
E PEE 
A a 


indica que e'? = cos x + ¿sen x. De esta manera, tenemos tres repre- 
sentaciones para un número complejo, z = a + bi = r (cos 0 + 
i sen 8 = re". Las condiciones para la igualdad de dos números 
complejos 2,, Z4 son a, = ās, b: = b,, cuando los números están 
expresados en la primera forma. Cuando se emplean las otras dos 
formas las condiciones son f; = fs 0, = 0, + 2k x para algún en- 
tero k. En general, encontraremos más útil la primera forma cuan- 
do estudiemos sumas de números complejos, y una de las otras for- 
mas cuando tratemos los productos o potencias. 

La suma de z; = a + bi y 2, = € -+ dí se ha definido (Cap. 
115) como z, + 2 = a + c 4 (b + d)i. Para encontrar geomé- 
tricamente la suma de dos números complejos Z, žą representados 
por P, y P, respectivamente, se construye el paralelogramo que 


y y 
Ss 
P, Fa 
Ps 


Pr 


i 
Fic. 15 Fic. 16 


tiene OP, y OP, como lados (Fig. t5). La diagonal OS del para- 
lelogramo es el vector que representa 2, + Zs. La diferencia z, — z; 
puede construirse como un lado OD de un paralelogramo con dia- 
gonal OP, y un lado OP, (Fig. 16). 

El producto z,2, se define como 2,22 = ac — bd + (ad + boji, 
pero se interpreta con más facilidad en la forma 2,2, = CN s 
= Yjtae'”!**2, La fórmula 2,22 = 7,19 [cos (0, + 03) + isen(0 + 
82)] puede verificarse trigonométricamente. Luego, mediante la in- 
ducción matemática como en el Teorema 1-2, se tiene (Ejercicio 8) . 
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TEOREMA 14. El valor absoluto del producto de dos o más nú- 
meros complejos es el producto de sus valores absolutos; el ar- 
gumento del producto es la suma de sus argumentos. 


i P; 
P Pi á 
Pa É Pa 
Y 
NES o A j 
Fic. 1-7 Fic, 1-8 


Para encontrar geométricamente el producto 2,2, representado 
por P,P, constrúyase el triángulo OP,P semejante al triángulo 
OAP, donde O = (0,0) y A = (1,0) (Fig. 1-7). Entonces P es el 
punto que representa Z; - za. En esta construcción los dos triángu- 
los OAP, y OP,P deben estar orientados de manera análoga. Por 
ejemplo, si el interior del triángulo OAP, está a la izquierda al 
recorrer el perímetro del triángulo desde O hacia A, hacia P, hacia 
O, también el interior del triángulo OP¿P debe encontrarse a la iz- 
quierda al recorrer su perímetro en el sentido OP,P. Los triángulos 
OAP, yOP,P se encuentran orientados en forma análoga en la Fig. 
1-7; los triángulos OAP: y OP,Q están orientados inversamente en 
la Fig. 1-8. 

La construcción geométrica correspondiente a un cuociente 24/2, 
se obtiene construyendo los triángulos OP,Q y OP,A orientados en 
el mismo sentido (Fig. 1-8). Por medio de 27/2, = (r2/1r,)e"“2*P 
se obtiene el teorema correspondiente al Teorema 1-4: el valor abso- 
luto del cuociente de dos números complejos es el cuociente de 
sus valores absolutos; el argumento del cuociente es igual al argu- 
mento del dividendo menos el argumento del divisor. 

Como en el caso de los números reales, las operaciones inversas 
de sustracción y división pueden evitarse calculando los números 
inversos —z y 1/z, respectivamente. Si z = a + bi, entonces —z = 
—a — bi = r [cos (x + 0) + ¿sen (x + 0)] = re'” *”, de acuerdo 
con el Teorema 1-4 y con — 1 = cos a + i sen m. También sir 4 
0, 1/z = 1/r [cos (-8) + ¿sen (6)] = 1/r (cos 9 — i sen 9), apli- 
cando el enunciado correspondiente para los cuocientes y también 

72 ( 


1-16 Propiedades de los números complejos 
1 = l (cos 0 + ¿sen 0). 


Ya se ha examinado la suma, la diferencia, el producto y el cuo- 
ciente de dos números complejos. Con la excepción de las relacio- 
nes de orden, todas las reglas anteriores se satisfacen en el sistema 
de números complejos. No hay ninguna definición satisfactoria de 
la magnitud o medida de un número complejo que pueda usarse 
para ordenar linealmente el conjunto de todos los números com- 
plejos. En efecto, hemos visto que los números complejos corres- 
ponden a los puntos de un plano en vez de a una línea recta. Por 
consiguiente, no cabría esperar que las relaciones de orden estu- 
diadas anteriormente para los números reales se cumplieran para 
los números complejos. Los números complejos son densos y con- 
tinuos, siempre que las definiciones de estos términos se formulen 
para conjuntos no lineales. 

La importancia fundamental de los números complejos reside 
en el hecho de que ellos permiten calcular dos raíces para cualquie- 
ra ecuación de segundo grado x? + 2ax + b = 0, con coeficientes 
reales sin restricción respecto del signo de a? — b. En efecto, las n 
raíces de cualquier ecuación polinomia de grado n (Cap. m-1 y 
Teorema 1v-2) con coeficientes complejos pueden expresarse como 
números complejos (Cap. 1-18). Esta propiedad se explica diciendo 
que el sistema de los números complejos es cerrado algebraicamente 
(ver Bibliografía NO 7, pág. 393) . Las raíces de las ecuaciones w? 
2, w = 2? y, en general, w" = z, w = 2" para cualquier entero posil 
vo n y para cualquier número complejo dado z han sido de particu- 
lar interés para los matemáticos y se estudiarán en el Cap. 1-17. 


EJERCICIOS 


1. Expresar cada uno de los siguientes números complejos en la forma 
r(cos @ + i sen 9): 


2l+4t 9) © 8 4 8iy8, 
b) 2 — 2i d) 7i, 5 —3. 
2. Expresar cada uno de los números complejos del Ejercicio 1 en la 
forma rete. 
3. Sumar gráficamente los siguientes pares de números: 
(8) 3 =i, 5+2, (e) v5- VII, 2- VIT, 
Oty, i W2, EA, 
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4. Muluplicar gráficamente los pares de números del Ejercicio 3 y comprobar 
las respuestas algebraicamente. 

5, Sustraer gráficamente el primer número del segundo en cada item del 
Ejercicio 3 y comprobar las respuestas algebraicamente. 

6. Dividir gráficamente el primer número por el segundo en cada item del 
Ejercicio 3 y comprobar las respuestas algebraicamente. 

7. Establecer las condiciones necesarias para que sean 
igualdades: 


idas las siguientes 


(a) ln + zl = la] + led, 
(b) la — z} = la] — lz. 


8. Demostrar el Teorema 1-4. 


1-17 TEOREMA DE DE MOIVRE. Da 
do cualquier número complejo z = re” y cualquier entero posi 
tivo n, se ha establecido que z" representa el producto de n factores 
z. Luego, de acuerdo con el Teorema 14, se tiene z" = re", De 
manera análoga, para cualquier número complejo dado z = re" y 
cualquier entero positivo n, las n raíces complejas de la ecuación 
w” = z pueden expresarse en la forma: 


210 = (rei)ln a pUnglotikriín 


paa k = 0, 1, 2, ..„ n — 1, teniendo en cuenta que $ está determi- 
nado sólo para valores dentro de los límites de un múltiplo de 2x. 
Los valores k = n,1-+, ..., no se usan, dado que el seno y el coseno 
(6 + 2kx)/n tienen valores iguales para k = n y k = 0, para k = 
n+l y k = 1, ... Sin embargo, en ambos casos z" y 2”, los resul- 
tados se obtienen y se recuerdan más fácilmente por medio de las 
reglas corrientes para los exponentes, 


El símbolo 2” ticne un valor único para cualquier entero positivo 
n. El símbolo z" puede tomar cualquiera de los valores de n en el 
sistema de números complejos. Si z es un número real, los. valores 
posibles del símbolo 2%” incluyen el valor real representado por 
z!" en el conjunto de los números reales. Este valor se llama el 
valor principal (Cap. 1-16) de 21%” en el conjunto de los números 
complejos. Puede obtenerse haciendo k = 0 cuando z es positivo, 
y haciendo k == (n — 1)/2 cuando z es negativo y n es impar. Cuan- 
do z es negativo y n es par, el valor principal de z7“ se obtiene ha- 
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ciendo k = Ò. No intentaremos designar valores principales para 
z” cuando z es imaginativo. 

Consideremos, por ejemplo, z = 2 + 2iy3 con r = t y 0 = 
609 = 71,3, es decir, z = 4e”"?, Tenemos entonces 22 = 16e%"3 y 
212 = 2era, donde k = 0,1. Usaremos, en seguida, la re- 
lación e“ = cos x + i sen x (Cap. 16) para expresar 22 y 212 en 
la forma a-+ bi. En particular, 22 = 16 (cos 214/3 + i sen 2,3) = 
16 (cos 120° + i sen 120% = —8 + 8/3. Para k = 0, 2? = 2 
(cos 1.6 + ¿sen a/6) = y3 + i; para k 
+ ¿sen 7/6) = — y3 — i. Si hacemos k = 2, entonces 242 = 2 
(cos 131 /6 + i sen 137/6) = 2 (cos 1/6 + ¿sen x/6), y obtendre- 
mos el mismo valor de 2? que para k = 0. El teorema siguiente 
enuncia en forma general estos resultados. 


2% = 2 (cos 7/6 


TEOREMA IŠ. TEOREMA DE DE MOIRE. Si n es un entero positivo 
cualquiera y z = r (cos 0 + i sen 8), entonces, 


z = [r(cos 8 + isen 0) = 1" (cos n9 + 2 sen 10) = "e"; 
Ei ricos [(0 + 2kx) in] + i sen [(8 + 2ka) 1115. 
ii EE E A 1 — 1 


Este teorema se aplica a cualquier número complejo z = re' y 
a enteros positivos 1 para expresar el número complejo único 2” 
y las n raíces complejas de la ecuación w" = z. Cada una de estas 
n raíces tiene el valor absoluto 11”, es decir, cada una está repre: 
sentada por un punto en un círculo de radio 7*™ con centro en el 
origen. Estos puntos están situados a iguales distancias sobre el 
círculo, ya que, cuando se calculan en el orden de los valores co- 
trespondientes de k, sus amplitudes difieren en múltplos conse: 
cutivos de 2/1. En el ejemplo anterior de z = 2 + 21/3, las dos 
raíces de w? = z tenían amplitudes de x/6 y 1:6 + 2/2 = 7716, 
respectivamente, y ambas tenían el valor absoluto 2. En general 
se tiene, 


Ar 


TEOREMA 1-6. Cualquier número complejo z = r (cos 0 + + sen 0) 
no igual a cero tiene exactamente n raices complejas distintas de 
orden n que pueden representarse por n puntos situados a dis- 
tancias iguales sobre un circulo de radio rt”. 


En particular, para z = ), las raíces cúbicas de la unidad sa- 
tisfacen, 
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wi=1=1 (cos 0 + isen 0) 
y, por lo tanto, puede expresarse como, 
w = 1% [cos (0 + 24m)/3 + i sen (0 + 2km)/3] 
para k = 0, 1,2 o como, 
w, = 1 (cos 0 + i sen 0) = 1, 
wz = 1 (cos 1200 + i sen 120%) = — $ + iv3/2, 
1 (cos 2400 + i sen 2409) = — 4 — iv8/2. 


Los puntos que representan wy, Ws, w,, son los vértices de un 
triángulo equilátero inscrito en un círculo de radio igual a la 
unidad con el origen por centro y que tiene un vértice en (1,0) 
sobre el eje positivo x. En general, las n-ésimas raíces de la uni- 
dad están representadas por los vértices de un polígono regular 
de n lados inscrito en el círculo de radio unidad, con un vértice 
en (1,0) sobre el eje positivo x. 

Considerado desde un punto de vista ligeramente diferente, 
las n-ésimas raíces de la unidad forman un grupo (Cap. 1-14) de 
n elementos. Se llama un grupo cíclico, ya que todo elemento del 
grupo puede expresarse en función de un solo elemento. En el 
ejemplo anterior, w* = 1, las tres raíces pudieron expresarse como 
Wy, Wt, Wg, O COMO Wa, 10%,,w*,. Una raíz n-ésima de la unidad, es 
una raíz n-ésima primitiva de la unidad si n es el entero positivo 
menor m tal que s” = 1, es decir, según la terminología de la teoría 
de grupos, las raíces n-ésimas primitivas son aquéllas de orden n. 

Según el "Teorema de De Moivre, las raíces n-ésimas de la unidad 
que se obtienen de z" = cos 0 + i sen 0 = 1 son cos 2kx/n <} isen 
2km/n siendo k = 0, 1,2, ..., n — 1. En particular, para k = 1 la 
raíz w = Cos 2:/n -+ i sen 27/n es una raíz n-ésima primitiva, dado 
que w' = cos 2tx/n + i sen 2tnjn puede igualarse a la unidad si y 
sólo si £ es un múltiplo de n, es decir, si n es la potencia positiva 
menor de w que es igual a la unidad. Por consiguiente, existe por 
lo menos una raíz n-ésima primitiva de la unidad para cualquier 
entero positivo n. Procederemos ahora a encontrar todas las raíces 
n-ésimas (no necesariamente primitivas) a partir de una sola raíz 
n-ésima primitiva de la unidad. 

Dada cualquiera raíz n-ésima primitiva de la unidad s y cual- 
quier entero t, se tiene (s')" = ($) * = 1' = 1, de donde cualquier 
potencia entera positiva de una raíz n-ésima primitiva es también 


z 
BS 
li 
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una raíz n-ésima de la unidad. También, si s* = s“, podemos supo- 
ner que u < t y escribir s'* = 1. Pero n es la potencia menor de s 
que es igual a la unidad, puesto que s es una raíz n-ésima primitiva. 
De aquí que, o bien t == u o t — u es un múltiplo de n (Cap. 1-2 
y Teorema 1-8), es decir, s' = s* si y sólo si t = u + kn para 
algún entero k. En consecuencia, hemos demostrado que los nú- 
meros s, $*,s%, ..., S" == 1 son raíces n-ésimas distintas de la unidad. 
Conforme a la suposición (Teorema 1v-2) de que la ecuación 
polinomia z" — 1 == 0 tiene n raíces, se tiene el 


TEOREMA 1-7. Sies es una raíz n-ésima primitiva de la unidad, 
todas las raices n-ésimas de la unidad están dadas por la su- 
cesión 


E ss nr 


Más adelante encontraremos (Teorema 1-17) que las raíces 
n-ésimas primitivas de la unidad son precisamente los números s' 
en donde t y n son primos entre sí y s es cualquiera raíz n-ésima 
primitiva de la unidad. 

El estudio de los grupos es de considerable importancia en las 
teorías matemáticas. Los examinaremos más adelante a medida que 
estudiemos unos cuantos conceptos abstractos más en el Cap. 1- 18. 
Hasta aquí hemos considerado las propiedades de los enteros posi- 
tivos (Cap. 1-4) y a partir de éstos hemos desarrollado los sistemas 
de los números racionales, reales y complejos y hemos examinado 
las aplicaciones y las ventajas de cada sistema. Aceptando algunas 
igualdades tales como a -j- 0 - i = a y a/1 = a, podemos considerar 
que el sistema de números complejos es “nuestro sistema de núme- 
ros” y que los otros conjuntos de números son subconjuntos de él. 
El cuadro siguiente señala algunas de estas subdivisiones del sistema 
de números complejos y las condiciones que se establecen en cada 
caso para los números reales a, b, en la expresión a + bi del núme- 
ro complejo general. 

Números complejos (a +- bi) 


l] I 
Reales (b = 0) Imaginarios (b 4 0) 
A Ls 
1 
Racionales Irracionales Puros (a =0) Mixtos (a 4 0) 
| 
Enteros Fracciones 
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Los números reales pueden también clasificarse en positivos, cero 
o negativos; y los números complejos en algebraicos o trascen- 
dentes. 

El sistema de números complejos puede considerarse de este 
modo como la base de nuestro estudio sobre los conceptos funda- 
mentales del álgebra, El próximo capítulo, la teoría elemental de 
los números, se ocupa de algunas propiedades especiales de los 
números enteros. En particular, se considerarán propiedades sufi- 
cientes para demostrar que todos los decimales periódicos represen- 
tan números racionales y a la inversa (Cap. 1-7) . Los polinomios 
tienen muchas propiedades análogas a aquéllas de los enteros y en 
el Capítulo 1 se hace un estudio paralelo de la teoría de los poli- 
nomios antes de tratar la teoría de las ecuaciones polinomias en 
el Capítulo 1v. 


RJEXCICIOS 


1. Sin emplear el Teorema de De Moivre, encontrar las raíces cuadradas de 
1% — 60i, 54 12i, —i, 24 + 705, —4ab + (2b! — 20) i, 

(Indicación: suponer que VZ = x + iy, y determinar x e )). 

2, Encontrar z mediante el Teorema de De Moivre en los siguientes casos; 
P A EEN 

3. Desarrollar (cos @ + i sen 9)* mediante el Teorema de De Moivre. Desa- 
rrollarlo también por medio del teorema del binomio y obtener de este modo 
fórmulas para cos 34 y sen 80. 

4. Demostrar que los números 1, —1, i, —i forman un grupo (Cap. 1-14) res- 
pecto de la multiplicación. 

5. Encontrar las cinco raíces de la unidad y representarlas gráficamente, 


8 
6. Encontrar todos los valores de q/1 } TY de 4/7 y representarlos gráfi- 


camente. 

7. Desarrollar valiéndose del Teorema de De Moivre: 
@V3— 2i: [A (cos 150° 4 isen 150°) Jt 

8. Encontrar las tres raíces cúbicas de —27, —i, 1 + i 

9. Si w, w son las raices cúbicas complejas conjugadas de la unidad, demos- 
trar que 
14w4 0 =0,w =ww =W%,w +. wa l, 

10, Indicar las raices de la ecuación 3 — 1 = 0. 

11. Hacer un cuadro señalando cuáles de los catorce conjuntos de números 
(complejos, imaginarios, imaginarios puros, imaginarios mixtos, reales, racionales, 
irracionales, enteros, fraccionarios, positivos, cero, negativos, algebraicos, trascen- 
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dentes) mencionados anteriormente son cerrados (Cap. 1-2) respecto a (a) la 
adición; (b) a la sustracción; (c) la multiplicación; (d) la división. 

12. Hacer un cuadro como cn el Ejercicio 11, señalando cuáles de los catorce 
conjuntos de números son (a) grupos respecto a la adición; (b) grupos respecto 
a la multiplicación, después de excluir el cero de aquellos conjuntos que contie- 
nen el cero; (c) campos (es decir, sistemas de números conmutativos) . 

13. Demostrar que las raíces s-ésimas de la unidad forman un grupo cíclico 
para cualquier entero positivo. n. 


1-18* CAMPOS Y SISTEMAS DE NUME- 
ROS. La analogía a que nos referimos anteriormente entre las 
propiedades de los polinomios y las de los números enteros se debe 
a que ambos conjuntos forman anillos (se definirán en breve). En 
la presente sección estudiaremos unos cuantos conceptos fundamen- 
tales pero algo abstractos relacionados con nuestro sistema de nú- 
meros. Los conceptos de grupo, campo y sistema de números se han 
definido en el Cap. 1-14. En esa sección (Cap. 1-14) se mostró 
también que el conjunto de los números racionales forma el campo 
menor (sistema de números conmutativos) que contiene a los ente- 
ros positivos. En la presente sección consideraremos un estudio de 
los números complejos por adjunción (se definirá luego) de núme- 
ros a los conjuntos de los números racionales y reales. Observaremos 
también que el conjunto de los números complejos forma un cam- 
po en el cual toda ecuación polinomia de una incógnita con coefi- 
cientes pertenecientes al sistema de números complejos puede 
factorizarse en factores lineales. 

Empezaremos con los enteros positivos o números naturales. Con 
el objeto de formar un grupo respecto de la adición debemos incluir 
los enteros negativos y cero. El conjunto de todos los enteros forma 
un anillo. En general, un conjunto de elementos para los cuales la 
adición y la multiplicación están definidas unívocamente, forma 
un anillo si los elementos del conjunto 


(i) forman un grupo conmutativo respecto de la adición; 
(ii) son cerrados con respecto a la multiplicación; 
(iii) satisfacen la ley asociativa de la multiplicación, y 
(iv) satisfacen la ley distributiva de la multiplicación con res- 
pecto a la adición (Cap. 1-14). 


El conjunto de los números enteros pares satisface la definición 
anterior y forma un anillo. Por consiguiente, existen anillos de 
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números que no contienen a la unidad, el elemento de identidad 
para la multiplicación. 

Un campo puede definirse como un anillo en el cual 

(i) hay un elemento de identidad, la unidad, con respecto a la 
multiplicación; 

(ii) la multiplicación es conmutativa, y 

(iii) todos sus elementos, con excepción de cero, tienen un inver- 

so respecto de la multiplicación. 

Por consiguiente, cualquier conjunto de elementos (por ejemplo, 
el conjunto de los números racionales, reales o complejos) que 
forma un campo, forma también un anillo, pero no a la inversa. 
Los números enteros forman un anillo, pero no forman un campo. 
En general, los elementos de un anillo o de un campo no son nece- 
sariamente números. Por ejemplo, el conjunto de todos los polino- 
mios en la variable x con coeficientes enteros forma un anillo; el 
conjunto de todas las funciones racionales en x con coeficientes 
enteros forma un campo. Un amplio tratado de grupos, anillos, y 
campos se puede consultar en las Bibliografías N.os 7 y 52 y un 
estadio muy ameno en el N? 34 de la misma, 

En el Cap. 1-8 ampliamos el conjunto de los enteros positivos 
considerando cuocientes a/b donde a y b eran enteros positivos. En 
general, podemos asociar con cualquier anillo los cuocientes a/b 
donde a y b 74 0 sean elementos de un anillo y b no sea un divisor 
cero (Cap. 1-14). Este conjunto de cuocientes forma un campo y 
se denomina -el campo cuociente del anillo. Por consiguiente, el 
campo cuociente del anillo de los enteros es el campo de los núme- 
ros racionales, R. 

El campo R puede ampliarse por adjunción (tal como se describe 
en la frase que sigue) de un elemento k que no pertenezca a R. El 
campo ampliado se compone de todos los cuocientes (denominador 
diferente de cero) de los polinomios en k con coeficientes pertene- 
cientes a R. Si k es un elemento de R no se obtiene nada nuevo. El 
conjunto de todos los polinomios en k con coeficientes pertenecien- 
tes a R forma un anillo que se designa por R[X]. El conjunto de 
todas las funciones racionales de k (cuocientes de polinomios en 
que el polinomio del denominador es diferente de 0) con coeficien- 
tes pertenecientes a R forma un campo que se designa por R(A). 
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El campo R(k) se llama una ampliación algebraica del campo R si 
k es una raíz de un polinomio f(x), no idéntico a cero, con coefi- 
cientes pertenecientes a R. 

Por ejemplo, el anillo R[y/2] comprende a todos los números 
dela forma a + by/2, donde a y b pertenecen a R; el campo R(y/2) 
también comprende a todos los números a + by2, ya que 


para un valor adecuado de a y b en R. En general, el anillo T[A], 
que se obtiene por adjunción de un número k que es algebraico 
con respecto a T, en un campo T, es también un campo, es decir, 
T[k] = T(4) cuando k es algebraico con respecto a T. Empleando 
una terminología que no se ha definido en este capítulo pero que 
es familiar a casi todo el mundo, podemos demostrar el enunciado 
anterior de la manera siguiente: supongamos que f(k) = 0 y consi- 
deremos g(k)/h(k) en donde f(x), g(x) y h(x) son polinomios, f(x) 
es irreducible con respecto a T, y k(k) 4 0. Luego, f(x) y k(x) 
tienen como máximo factor común a la unidad, de donde, según 
el Algoritmo de Euclides (Cap. m1-7) resultan polinomios p(x) y 
q(x) tales que 
pix) + a(x)h(x) = 1. 

Dado que f(k) = 0, tenemos g(R)h(k) = 1, de donde 

glk) 

20) T I - at) 
es un polinomio en k, es decir, T[X] = T(k). 

Finalmente, dado el anillo de los enteros con campo cuociente 
R, buscamos un campo T tal que todo polinomio f(x) con coefi- 
cientes pertenecientes a R, se factorice completamente en factores 
lineales (cada uno con coeficientes pertenecientes a T). Dado que 
f(x) puede ser lineal, todo elemento de R es un elemento de T. Por 


consiguiente, T es un campo ampliado de R. Supongamos que tra- 

táramos de construir T por adjunción de números a R. Con el 

objeto de factorizar x? — 2 se debe adjuntar yZ y se obtiene 

R(v2). Análogamente, para cualquier número primo 2, 3, 5, 7, 

11, 13, 17, ... se debe adjuntar y/p con el objeto de factorizar 
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x* — p en factores lineales. En el Cap. 11-3 se demostrará que 
existen infinitos números primos. Por consiguiente, no bastará 
ningún número finito de adjunciones a R de la forma Vp, ni 
aun para factorizar todas las expresiones cuadráticas de la forma 
x1 — p, y por lo tanto, es necesario enfocar el problema de algún 
otro modo. 

Una manera de abordar este problema implica el concepto de 
continuidad (Cap. 1-12), y por lo tanto se necesita para esto el 
campo R* de los números reales. El campo R* contine Y/p de to- 
dos los números primos p y por consiguiente es suficiente para fac- 
torizar polinomios de la forma x? — p. Ya que los números reales 
son infinitos no se puede esperar obtener R* por medio de un 
número finito de ampliaciones algebraicas de R. 

El campo de los números complejos R* (i) constituye una am- 
pliación algebraica de R*, dado que i satisface la ecuación x? + 1 
= 0. Se puede demostrar también que el campo R* (i) no puede 
ampliarse más, algebraicamente, es decir, que todo polinomio de 
grado positivo con coeficientes pertenecientes a R* (i) tiene todas 
sus raíces en R* (i). Este resultado se demuestra frecuentemente en 
dos etapas. Primero se demuestra el Teorema Fundamental del Al- 
gebra (Teorema 1v- 3): Todo polinomio p(x) de grado positivo con 
coeficientes complejos tiene por lo menos un cero complejo. En se- 
guida se demuestra el Teorema 1v -2: Todo polinomio de grado m 
> 0 con coeficientes complejos tiene precisamente m ceros comple- 
jos (no necesariamente distintos) . Existen varias demostraciones del 
“Teorema Fundamental del Algebra, y todas implican conceptos 
no algebraicos (ver Bibliografía N? 7; pág. 114). Por este motivo, 
se remite al lector a la (Bibliografía N9 7; págs. 113-115) y a otros 
textos análogos en busca de una prueba intuitiva. En el Capítulo 
1v adoptaremos el Teorema 1v - 3 sin demostración y lo aplicaremos 
en la demostración del Teorema 1v - 2. Se puede demostrar también 
(Bibliografía N? 7; pág. 393) que todo polinomio con coeficientes 
algebraicos tiene todas sus raíces en el conjunto de los números 
algebraicos (Cap. 1-10). En otras palabras, cualquier polinomio 
con coeficientes algebraicos puede factorizarse en factores lineales 
con coeficientes algebraicos. En la mayoría de los textos de álgebra 
abstracta puede consultarse una explicación más amplia de los 
temas tratados en esta sección. 
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1-18 Campos y sistemas de números 


EJERCICIOS 


1. Demostrar que el conjunto de los números de la forma $n, donde n es un 
entero, forma un anillo, 

2. ¿Forman los decimales exactos (Cap. 1-10) un grupo respecto de la adi- 
ción? ¿Un anillo? 

3. Determinar cuáles de los conjuntos de números del Ejercicio 1, Cap. 1-14, 
forman anillos. 

4. ¿Cuáles de los catorce conjuntos de números del Ejercicio 11, Cap. 1-17, 
forman anillos? 

5. Demostrar que R[y3] = R(V3). 

6. Demostrar en forma intuitiva y por escrito que los números complejos 
son cerrados algebraicamente. 


7. Demostrar que RNE) =R). 
8. Demostrar que RYE] = R (F 
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CAPITULO II 


Teoría de los números 


Las propiedades de los enteros —positivos, negativos y cero— pue- 
den aprovecharse para resolver varios tipos de problemas. Ellas son 
también de una importancia considerable en las teorías matemáti- 
cas. Por esta razón continuaremos nuestro estudio del sistema de 
números y examinaremos algunas de las propiedades especiales del 
conjunto de los números enteros. Según las definiciones y postu- 
lados enunciados en el Capítulo 1, los enteros 

(i) forman un grupo conmutativo con respecto a la adición 
(Cap. 1-14); 

(ii) son cerrados con respecto a la multiplicación (Cap. 1-5); 

(iii) satisfacen la ley asociativa de la multiplicación (Cap. 
1-5), y 

(iv) satisfacen la ley distributiva de la multiplicación con res- 
pecto a la adición (Cap. 1-5). 

Estas cuatro propiedades son precisamente las condiciones nece- 
sarias para que un conjunto de elementos forme un anillo (Cap. 
t-18). En consecuencia, nos referiremos al conjunto de los núme- 
ros enteros con el nombre de anillo de los enteros. 

El anillo de los números enteros tiene también otras tres propie- 
dades (Cap. 1-5 y Cap. 1-14) que no son necesarias para todos 
los anillos: 


(i) la multiplicación es conmutativa; 

(ii) hay un elemento de identidad respecto de la multiplicación, 
que es la unidad en el anillo, y 

(iii) no hay en el anillo divisores cero. 
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“Técnicamente, estas últimas propiedades determinan que el ani- 
llo de los números enteros constituya también un dominio de 
integridad. 

En este capitulo nos preocuparemos principalmente de las pro- 
piedades del anillo de los enteros. Muchas de estas propiedades son 
también propiedades de anillos más generales y se estudiarán como 
propiedades del anillo de los polinomios en el Capítulo ni. 


I-l DIVISIBILIDAD. En un campo tal como el 
sistema de los números racionales o el sistema de los números reales, 
todo elemento del campo distinto de cero es divisor de cualquier 
otro elemento. En un anillo, tal como el anillo de los números 
enteros, no se puede suponer la divisibilidad de un elemento « 
por un elemento b 0. Por definición, un entero b es divisor 
o factor de un entero a (se escribe bla) si y sólo si a = bc, en 
donde c es un entero. Por ejemplo, 2/6, 8/12 y 3 es divisor de 15, 
pero 3 no es divisor de 8. El hecho de que si e = 0 todo entero b 74 
0 es divisor de cero, no debe confundirse con el concepto de “divisor 
cero” (Cap. 1-14) que se usa sólo cuando b y c son diferentes 
de cero. Aplicando la definición anterior, tenemos el teorema si- 
guiente respecto de los enteros a, b, c. 


TEOREMA 11-1. Sic es divisor de b y b es divisor de a, entonces 
c es divisor de a. Si c es divisor de a y c es divisor de b, entonces 
c es divisor de a + b y también de a — b. 


Un ejemplo de la primera parte del teorema sería 4/12, 12/36, 
y por lo tanto 4/36. Asimismo, un ejemplo para la segunda parte 
del teorema sería 4/12 y 4/82 y por lo tanto 4/44 en que 41 = 32 
+ 12, y también 4/20 en que 20 = 32 — 12. Estas propiedades 
pueden demostrarse para enteros arbitrarios a, b, ¢ que satisfagan 
las condiciones del teorema. 

En la primera parte del teorema se da la condición de que e sea 
divisor de b y de que b sea divisor de a; es decir, existen enteros r y s 
tales que b = cr y a = bs. Luego, puesto que la multiplicación 
es asociativa, a = (cr)js = c(rs) de donde c es factor de a. Según 
la última parte del teorema existen enteros p y q tales que a = cp 
y b = cq de donde, según la ley distributiva de la multiplicación 
con respecto a la adición, a + b = qp + q) y a — b = (p — q). 
Esto completa la demostración del teorema. 
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1-1 Divisibilidad 

Un número e se llama unidad si e es divisor de todos los elemen- 
tos del conjunto. Las unidades en el anillo de los números enteros 
son +1 y —1. Sin embargo, solamente +1 es la unidad, o sea, el 
elemento de identidad respecto de la multiplicación, 

El número entero 2 es un divisor común de 12 y 30. Los enteros 
—2, 3, —3, 6 y —6 son también divisores comunes de 12 y 30. Sin 
embargo, 6 es el único divisor común positivo de 12 y 30 que es 
divisible por todos los otros divisores comunes. Por eso se llama a 6 
el máximo común divisor de 12 y 30. En general, enunciaremos las 
siguientes definiciones: Si c cs divisor de a y c es divisor de b, enton- 
ces c es un divisor común de a y de b. Si c es un divisor común 
positivo de a y b, y todo otro divisor común d de a y b es divisor 
de c, entonces c es el máximo común divisor (mcn) de a y b, y se 
escribe c = (a,b). Un entero cualquiera ec en donde c = (a,b) 
y e es una unidad suele llamarse un mco de a y b. Hemos modifi- 
cado la definición corriente y determinado explícitamente al McD 
positivo como el mco de modo que el mc» esté univocamente defi- 
nido y coincida con el significado que se acepta para el símbolo 
(a,b). Luego, para cualquier conjunto finito de enteros as as, 
+ -+s An, Que no sean todos cero, podemos definir un máximo común 
divisor positivo único € = (4,, %z, ..., â) que tenga la propiedad 
que todos los divisores comunes del conjunto, sean divisores de c. 
Tómese nota que c es divisor de c puesto que c = ¢ + 1 

Si c =ha y ¢ = mb, entonces c es un múltiplo común de a y b. 
Si e es un múltiplo común positivo de a y b y todo otro común 
múltiplo d de a y b es múltiplo de c, entonces c es el minimum 
común múltiplo de a y b, y se escribe c = [a, b]. Del mismo modo, 
para cualquier conjunto finito de enteros 2,, dj, ..., & que no 
sean todos cero, se puede determinar un mínimum común múltiplo 
positivo único c = [4,, ās, .-., a.) que tenga la propiedad de que 
todos los múltiplos comunes del conjunto sean múltiplos de c. 

Se dice que dos enteros a y b son primos entre si si todos sus 
divisores comunes son iguales a la unidad, es decir, (a,b) = 1. Por 
ejemplo, (3, 4) = 1; (6,17) = 1; (64, 81) = 1. 

Consignamos las definiciones anteriores de términos tan familia- 
res con el objeto de mantener nuestro pensamiento riguroso y 
también para que sirvan de base para consideraciones posteriores. 
En la sección que sigue de este capítulo examinaremos una pro- 
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piedad, menos familiar pero muy fundamental de los números 
enteros. 


EJERCICIOS 


1. Demostrar que si a|b, entonces ajbe en donde e es un entero cualquiera, 

2. Demostrar que si ajb, ajc, y ajd, entonces alíbx + cy — dz), en que x, y, 
z son enteros cualesquiera. 

3. Demostrar que si O <a <b, entonces b no es divisor de a. 

4. Encontrar todos los enteros positivos N tales que todo entero positivo 
n < vN sea divisor de N. 

5. Demostrar (a) que el conjunto de los números enteros pares forma un 
anillo y (b) que el conjunto de los enteros impares no forma un anillo, ¿Forma 
también, el conjunto de los enteros pares, un dominio de integridad? 

6. Un número “perfecto” suele definirse como aquél que es igual a la suma 
de sus divisores positivos (excluidos el mismo número). Encontrar los primeros 
dos de estos números. 

7. Demostrar que la suma de los cuadrados de dos enteros impares no puede 
ser el cuadrado de un entero. a 

8. Hacer los Ejercicios 1 a 4 del Capítulo 1-18. 

9, Determinar cuáles de los conjuntos de números del Ejercicio 1, Cap. 1-14, 
forman dominios de integridad. 


1-2 EL ALGORITMO DE LA DIVI- 
SION. Esta propiedad básica del conjunto de los enteros posi- 
tivos se enuncia comúnmente como un teorema: 


Si a y b son dos enteros positivos cualesquiera, existen enteros 
qyr OSO Sr < a tales que b = qa + r. 


Dados dos enteros positivos 1459 y 112, podriamos efectuar una 
división y escribir 1459 = 13 - 112 + 3, El teorema anterior sim- 
plemente establece que este uso de la división es una consecuencia 
lógica de nuestras definiciones y teoremas anteriores. Por eso el 
Algoritmo de la División, como mucho de nuestros otros teoremas, 
sirve para establecer un procedimiento aritmético común basado 
sobre el desarrollo de muestro sistema de números que aparece 
en el Capítulo 1. 

Hay una “demostración” muy corriente del Algoritmo de la 
División que establece que, o bien b = qa, y en este caso 7 = 0, o 
bien, b 4 qa y existe un entero q tal que qa < b < (q + Da. Por 


188 ( 


1-2 Elalgocitmo de la división 
consiguiente, existe siempre un entero r, 0 & r < a, tal que b = 
qa + r. Tal “demostración” parece razonable porque se vale sola- 
mente de propiedades familíares de nuestro sistema de números, 
es decir, si b se divide por a por medio de la operación de la divi 
sión, entonces o bien b = qa o b 4 qa, y existe un entero q que 
deja un resto menor que a. Sin embargo, uno de los propósitos del 
estudio del sistema de números es comprender en forma acabada 
cuáles son las suposiciones o postulados básicos necesarios. Otro 
propósito es identificar una “demostración” que señale que el re- 
sultado deseado puede obtenerse basándose sobre las suposiciones y 
definiciones fundamentales y en teoremas demostrados previamen- 
te, En la “demostración” anterior se han descuidado dos puntos. 
Primero, dados dos enteros positivos a y b, ¿existe siempre un 
entero N tal que Na > b? Segundo, si existiera por lo menos 
un entero N que satisfaga esta relación, ¿existe un entero menor 
que tal entero, es decir, un entero R tal que {R — 1) a E b < Ra? 
La primera pregunta puede formularse así: ¿satisfacen los números 
enteros positivos el Postulado de Arquímedes? Y la segunda: ¿son 
los números enteros positivos bien ordenados? 


El Postulado de Arquímedes establece que: 


Dados dos enteros positivos cualesquiera a y b, existe un entero 
N tal que Na > b. 


Esta propiedad de los enteros puede explicarse como sigue, de 
acuerdo con nuestras definiciones anteriores: puesto que a es un 
entero positivo debe ser a = 1 o bien a > 1. Sia 1, entonces 
ab = b; sia > 1, entonces según el Capítulo 1-6, (a — 1) > 0, 
(a — 1) b > 0, ab — b > 0 y ab > b. En los dos casos, ab + a 
a(b + 1) > b y existe un entero N = b + 1 tal que Na > b. 
Por consiguiente, no necesitamos aceptar el Postulado de Arquíme- 
des como un postulado, ya que puede demostrarse como teorema 
basándose sobre definiciones anteriores. 

Finalmente, se dice que un conjunto de elementos está bien 
ordenado (Ejercicio 6, Cap. 1-6) si todo subconjunto no vacto de él 
tiene un primer elemento. Los enteros positivos son bien ordenados 
con respecto a la magnitud, los enteros negativos no lo son, los 
números racionales posítivos tampoco, como tampoco es ordenado 
el conjunto de los números racionales de la forma de 1/1 
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La demostración de que los enteros positivos son bien ordenados 
es la siguiente: Sea 7 un subconjunto arbitrario de los enteros posi- 
tivos. Se presentan tres casos según que 7 contenga sólo un número 
finito de elementos, que contenga infinitos elementos pero sólo a 
un número finito de elementos distintos, o que contenga infinitos 
elementos distintos, Si 7 contiene sólo un número finito de elemen- 
tos, entonces existe un elemento mínimo de Z, puesto que los ente- 
ros positivos están ordenados linealmente y es posible comparar los 
diversos elementos de un conjunto finito. Si 7 contiene infinitos 
elementos pero sólo un número finito de elementos distin- 
tos, sea N un extremo superior de los números finitos de elementos 
distintos de 7. Entonces todo elemento de 7 coincide con uno de 
los números 1, 2, 3, ..., N. Sea F el subconjunto de 1,2, 3, ..., N 
elementos que coincida con los elementos distintos de I. Entonces 
F es un conjunto finito y tiene un primer elemento que es también 
primer elemento de Z. Por ejemplo, sea Z el conjunto 1, 3, 5, 7, 1, 3, 
Te Le yN 10. Todo elemento de F coincide con uno de 
los números 1, 2, 3, 4, 5, 6, 7, 8, 9, 10. El conjunto F es 1,3, 5, 7, y 1 
es el primer elemento de F y de Z. Si Z contiene infinitos elementos 
distintos, sea N un elemento de Z. Entonces divídase al conjunto Z 
en dos subconjuntos Z; e 7,, en los cuales aquellos elementos de 
1 que sean menores que o iguales a N pertenezcan a 1, y de modo 
que todos los demás elementos pertenezcan a Z, El conjunto 1, 
está limitado y tiene un elemento mínimo, llamémoslo R. Puesto 
que R es menor que o igual a N, también es menor que todos los 
elementos de f; y es un elemento mínimo de Z. 

Ahora ya hemos examinado en detalle las suposiciones que sus- 
tenta la breve “demostración” del Algoritmo de la División. Hemos 
descubierto que las propiedades que se suponían para los números 
enteros pudieron demostrarse directamente basándose sobre las su- 
posiciones y definiciones formuladas en el Capítulo 1. 

El Algoritmo de la División nos será muy útil. Desde un punto 
de vista práctico sirve de fundamento para la representación en 
base 10 de todos los números de nuestra notación decimal o indo- 
arábica (Cap. u - 7). También se presta para un procedimiento, el 
Algoritmo de Euclides, empleado para encontrar el mayor divisor 
común de dos enteros cualesquiera (Cap. 11-5} o de dos polino- 
mios cualesquiera en una variable (Cap. 1-7). 

Consideraremos en seguida los números primos y estableceremos 
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las bases para un estudio acabado de los divisores o factores de 
cualquier entero dado que servirá como preparación para el Teore- 
ma de la Factorización Unica (Teorema 1-8). 


EJERCICIOS 


1. Demostrar que q y r son únicos en la telación b = qa + y del Algoritmo 
de la División. 

(Indicación: supóngase que b = qa +7, = qu + >», cn donde q, > q, y de- 
muéstrese que —a <t, =- 7, <a). + 

2. Formule y demuestre el Postutado de Arquímedes respecto de dos nùmeros 
racionales cualesqui 

3. ¿Qué propiedades debe tener un conjunto de elementos tales como 1, a, 
215,2, —h . -. antes de que se intente demostrar que sus elementos satisfacen 
el Postulado de Arquímedes? 

4. Señalar cuáles de los conjuntos de elementos siguientes están bien orde- 
nados cuando se los ordena respecto a la magnitud: (a) los enteros mayores de 
500, (b) los enteros mayores de —100, (c) enteros negativos, (d) números de la 
forma nk en que X cs un número positivo dado y n es cualquier entero positivo, 
(e) los números racionales positivos, (D los números irracionales positivos, (8) 
los números algebraicos. 

3. Demostrar que los clementos de cualquier conjunto de elementos finito o 
numerable infinito puede ordenarse de modo que el conjunto sea bien ordenado. 

6. Aprovechar el resultado del Ejercicio 5 y describir una ordenación de los 
números racionales de modo que el conjunto esté bien ordenado 

7. Demostrar que todo conjunto bien ordenado está ordenado linealmente 
(Cap. 1-6) - 


u-3 NUMEROS PRIMOS. La clasificación que 
sigue de los enteros de acuerdo con los múltiplos que ellos tienen 
o de acuerdo con los números por los cuales son divisibles, facilitará 
grandemente nuestro estudio. Ya se ha definido a cero como el 
elemento de identidad con respecto a la adición (Cap. £-5). Los 
enteros +1 y —1 se llaman unidades (Cap. 11- 1). Se dice que un 
entero p que no es cero ni una unidad es primo si sus únicos divi- 
sores son + p y las unidades. Un entero se llama compuesto si 
tiene dos o más divisores primos (no necesariamente distintos). Por 
ejemplo 6 = 2 + 3 y 121 = 11% son números compuestos. Todos 
los numeros enteros pertenecen a una de estas cuatro clases: cero, 
unidades, primos y números compuestos. Puesto que cero no es 
positivo ni negativo, esto significa que todo entero positivo perte- 
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nece a una de las tres clases restantes y que cada entero positivo 
mayor que uno es primo o compuesto. En el estudio siguiente se 
supone que los números primos negativos se expresan en la forma 
ep, en que e es la unidad —1 y p es un número primo positivo. De 
esta manera basta con considerar únicamente a los números primos 
positivos. 

Usaremos estas definiciones en las demostraciones de varios 
teoremas. 


TEOREMA 1-2. Todo entero mayor que la unidad tiene un di- 
visor primo positivo. 


Sea m cualquier entero dado mayor que la unidad. Entonces m 
es primo si y sólo si sus únicos divisores positivos son m y 1. Si m no 
es un número primo, tiene un divisor positivo m,, en donde m, 4 
m y m, 1. Por eso, si m no es primo, puede escribirse como el 
producto de dos enteros positivos, m = mm, en que ni m, ni m, 
son iguales a la unidad. Si ni m; ni m, son primos, entonces m = 
M.yM ¿MM en que ningún m, es igual a la unidad. Si ningún 
May €S primo, ENÍONCES M = MaM g1 igi Migr M3 ¡91M g3Mgg9, EN 
donde ningún M:s es la unidad. Este proceso termina si y sólo si 
en alguna etapa, por lo menos, uno de los m es un número primo. 
Demostraremos en seguida que, para cualquier entero positivo 
dado m el proceso debe terminar y no puede continuar indefini- 
damente. Primero, se observará que cualquier entero positivo my, 
que no sea la unidad satisface la relación de orden m, > 1 (Cap. 
16). Entonces se tiene también m = mm, > m, y, en general, 


m > MO Ma > Ma > 


para tantas etapas como las que tenga el proceso. Por consiguien- 
te, el proceso termina si y sólo si el conjunto de enteros positivos 
M, My, Mir Migas + es un conjunto finito. En todo caso, este con- 
junto es un subconjunto del conjunto finito, m, m — l, m — 2, ..., 
3, 2, 1, y, por lo tanto, debe él mismo ser finito. De esta manera, el 
proceso en referencia debe terminar después de un número finito 
de etapas, y m debe tener un divisor primo. 

También hemos demostrado que cualquier entero positivo dado 
m puede tener solamente un número finito de divisores enteros 
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positivos mayores que la unidad. El teorema siguiente indica cuá- 
les son los enteros positivos que hay que considerar cuando se 
buscan los divisores positivos de un entero dado m. 


TEOREMA 1F3. Si un entero positivo m es compuesto, entonces 
tiene un divisor primo positivo < 1, en donde I es el entero 
mayor cuyo cuadrado es < m. 


Según el Teorema 11-2, cualquier entero positivo m mayor que 
1 tiene un divisor primo positivo p, es decir, m == pm,. También 
si m x p, entonces m; tiene un divisor primo positivo E my. Si 
el Teorema 1-3 fuera falso, existiría un número m que fuera com- 
puesto y no tuviera ningún divisor primo positivo É I. En este 
caso, tendríamos 1< p,1<m¡014+1S<p14+1Emy(U+ 
1? < pm, = m, lo que es contrario a la suposición de que Z es el 
entero mayor cuyo cuadrado es É m. Por consiguiente, el Teorema 
13 debe ser verdadero (método de demostración indirecta, Cap. 
1-10). 

Antes de que podamos aplicar el Teorema 1-3 para determinar 
si un entero dado m, por ejemplo 359, es o no primo, necesitamos 
algún método para determinar los números primos < 1 en que 
1I: & m < (I + 1). Para el caso de m = 859 necesitamos cono- 
cer los números primos < 18. 

Los números primos limitados por cualquier entero finito N 
pueden encontrarse por un método llamado la Criba de Eratóste- 
nes, que es el siguiente: se escriben los enteros desde 1 hasta N, 
excluyendo el I puesto que es la unidad, contando a partir de 2 (se 
excluye el dos), tachar todos los segundos números de ahí en ade- 
lante; contando desde 3 (excluido el 3), tachar todos los terceros 
números de ahí en adelante, y, en general, contando desde cual- 
quier entero k que es < YN (Teorema 11-8), tachar todos los ente- 
ros de orden k. Por ejemplo, los números primos limitados por N 
= 18 son 2, 3, 5, 7, 11, 13, 17, y pudieron encontrarse del siguiente 
esquema: 


1235878946041 UM Y 17 Y 


en el cual fue sólo necesario excluir la unidad y los múltiplos de 
2 y 3 ya que el entero siguiente que quedaba, 5, tiene un cuadrado 
mayor que 18. 
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Después de esto, podemos usar el Teorema 11-3 y determinar si 
359 es primo o no, probando sucesivamente si 359 es divisible 
por 2, 3, 5, 7, 11, 13, 17. Sobre esta base podemos aseverar que 359 
es un número primo, 

Una de Jas razones para considerar métodos mecánicos como 
el anterior para determinar números primos es que aún no se ha 
encontrado ninguna fórmula ni representación analítica para los 
números primos. Sin embargo, podremos demostrar varios teore- 
mas referentes a los números primos. El teorema siguiente es una 
versión moderna de la Proposición 20 del Libro 1x de los Elemen- 
tos de Euclides. 


TEOREMA 1-4, El conjunto de los números primos positivos es 
infinito numerable, 


Supongamos que hubiera un número primo mayor que” todos 
los demás, por ejemplo, P, entonces N = P! + 1 debe tener un di- 
visor primo (Teorema 112). Pero ningún número < P es divi- 
sor de P! -+ 1= N. Por eso, N tiene un divisor primo mayor que 
P y no hay ningún primo mayor que todos los demás, es decir, el 
conjunto de los números primos positivos es infinito numerable. 
Por ejemplo, si P = 2, entonces N = 2! + 1 = 3, que es primo; 
si P = 5, entonces, N = 51 + 1 = 121, que tiene a 11 > 5 como 
divisor primo. Este procedimiento para determinar la existencia 
de un número primo mayor que cualquier número primo dado P, 
puede aprovecharse también, junto con el hecho de que existe un 
solo número primo 2, para demostrar por inducción matemática 
(Cap. 1-4) que existe un subconjunto infinito numerable del con- 
junto de los números primos positivos. Luego, puesto que el con- 
junto de todos los números primos positivos es un subconjunto 
del conjunto de los enteros positivos, que es infinito numerable, 
hemos obtenido otra demostración de que el conjunto de los núme- 
ros primos positivos es infinito numerable. 

Las propiedades más conocidas de los números primos se refie- 
ren a la divisibilidad. Dado cualquier entero m y el número pri- 
mo p, los únicos divisores positivos de p, y, por lo tanto, los úni- 
cos comunes divisores positivos posibles de p y m, son p y 1. De 
aquí que resulte el 
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TEOREMA I15. Si p es un número primo y m es cualquier número 
entero, entonces p es un divisor de m o bien (p, m) = 1. 


Otro teorema conocido puede demostrarse como sigue: Supon- 
gamos que p es un número primo, y a y b sean cada uno enteros 
Positivos menores que p. Deseamos demostrar que p no es divisor 
del producto ab, y se escribe p + ab. Nos valdremos del método 
de demostración indirecta y supondremos que p | ab. Además, 
supondremos que b es el entero positivo menor tal que p | ab, 
es decir, ab es el múltiplo menor de a tal que p | ab. Esta última 
suposición puede hacerse sin perder la generalidad de la demos- 
tración, ya que si existe un múltiplo entero único, éste debe ser 
el múltiplo entero positivo menor de á que sea divisible por p 
(Cap. 1-2). Ahora bien, según el Algoritmo de la División, existe 
un entero m tal que, 


mb<p<(m-+1)b,0 <p — mb <b. 


En realidad, mb 34 p puesto que 1 < b < p y p es primo. Por 
suposición, plab y también pjmab. Entonces de plap se tiene 
pl(ap — mab) y pla (p — mb), de donde a(p — mb) es un múltiplo 
de a que es divisible por p. Pero también a(p — mb) < ab, lo 
que es contrario a la suposición de que ab sea el menor múltiplo 
de a que es divisible por p. Por consiguiente, p no es divisor de 
ab, y hemos hecho una demostración indirecta del siguiente teo- 
rema: 


TEOREMA H-6. Si p es un número primo, y a y b son dos enteros 
positivos, cada uno menor que p, entonces p + ab. 


Este teorema puede ampliarse para dos enteros positivos cuales- 
quiera a y b tales que p + a y p -+ b. Sea a = mp + r, b = np + s, 
0 <r <p, 0<s< p. Ahora bien, si plab, tenemos también plrs, 
lo que es contrario al Teorema 116. Por consiguiente, si p + a 
y p + b, entonces p + ab. En otras palabras, si plab, entonces 
se verifica que pja o bien p|b. Puesto que el producto de dos 
enteros es un entero, también podemos hacer a, - a, = a, a, = b 
y demostrar que si pja,a,a,, entonces p es divisor de por lo menos 
uno de los números a,, az, as. Por aplicación repetida de este 
procedimiento, tenemos 
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TEOREMA 147, Si p es un número primo y pl Oy Ogy oae On, CN 
tonces p es divisor de por lo menos uno de los enteros Q,, âp, -. 
4», en donde n es un entero positivo cualquiera. 


Una aplicación muy importante de esta propiedad de los núme- 
ros primos se encuentra en la factorización de todos los enteros 
positivos como productos de potencias de números primos (Cap. 
1-4). En todo el resto de este libro usaremos ampliamente las 
propiedades de los números primos y las propiedades análogas 
de los polinomios irreducibles (Cap. nı - 6). 


EJERCICIOS 


3. Encontrar Jos números primos menores que 200, por medio de la Criba 
de Eratóstenes. 

2. Determinar cuáles de los números siguientes son primos: 

a) 85, 103, 179, 539; 

b) 267, 781, 859, 937; 

c) 1245, 2287. 

3, Escribir una demostración igurosa del Teorema 1-7 por medio de la in- 
ducción matemática. 

4. ¿Esnt—n + 4l uu número primo para todos los valores enteros positivos 
de n? Explicar 

%. Dar cuatro ejemplos numéricos para ilustrar el Teorema 15. 

6. Repetir el Ejercicio 5 para los Teoremas 1-6 y 1-7. 

7. Dado un entero N cualquiera, ¿cómo se pueden encontrar todos sus divi- 
sores primos positivos? 

8. Demostrar que n’ + 1 es un número compuesto sì n es mayor que la 
unidad. 

9. Demostrar que $" — 1 y en genera), m” — 1 es un número compuesto sí n 
es mayor que uno y m es mayor que 2 (ver Ejercicio 7, Cap. 14). 

10. Un número de la forma 2? — 1 que sea primo se llama número primo 
de Mersenne. Encontrar cinco números de éstos. 

1). Demostrar que 2* — 1 es un número compuesto si n es compuesto. (Ver 
Ejercicio 9, Cap. 1-4). Dar un ejemplo de un número compuesto de la forma 
22 1 en que p sea un número primo. 


1-4 TEOREMA DE LA FACTORIZA- 
CION UNICA. Se dice que un entero se ha factorizado 
completamente cuando se ha expresado como producto de 
números primos (positivos) y una unidad (+1 o —1). En esta 
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sección del Cap. 1 tendremos en cuenta, primero, que el producto 
de cualquier número finito de unidades es una unidad y demos- 
traremos que cualquier entero puede expresarse como un producto 
de números primos positivos y una unidad de una manera única. 
En seguida deduciremos algunas consecuencias más de esta facto- 
rización. 

El entero positivo 168 puede expresarse como un producto de 
enteros de diversas maneras. Por ejemplo, 


168=4-42=2-+ (2) -(-):6=2l1 -8=7-2%, 


El teorema de la factorización única establece que si 168 se 
expresa como producto de números primos positivos, 168 = 2% - 
3 . 7, cualquiera otra factorización en divisores primos tal como 
168 = 3 - 22 - 7, debe coincidir con la primera, salvo por el orden 
en que están escritos los divisores. 

Cualquier entero positivo m mayor que l tiene por lo menos 
un divisor o factor primo positivo según el Teorema 1-2. Este 
divisor primo, sea p, puede hallarse en un número finito de eta- 
pas, puesto que m es finito y p, es uno de los números 1, 2, 3, ..., 
m. Si pı = m, nuestra factorización es completa y es única. Si 
Pı 74 m, entonces m = pm, y si procedemos como anteriormente 
con My obtendremos m = p,(pMe) si m; no es primo. Ya que los 
enteros positivos m, my, Mg, ... satisfacen la relación m > m, > 
my > ..., el proceso anterior, lo mismo que aquél de la demostra- 
ción del Teorema 1-2, debe terminar después de un número finito 
de pasos y resultar 


(1-1) m = pibe- Pu 
Si hubiera también una segunda factorización, 
(1-2) m = Gafr.. qe 


de m en divisores primos positivos, tendríamos 


(1-3) bibs --- Pe = Gaga Qu 


Puesto que p, es divisor de q,qs ... qu debe, según el Teorema 
u-7, ser divisor de algún q,, sea q,. Ya que hemos aceptado que 
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qu y p: son números primos positivos, p, = 4. Dividimos entonces 
ambos miembros de (1-2) por p: qı y repetimos el mismo 
arguniento para demostrar que pz es igual a alguno de los números 
q, sea qe. Este proceso puede continuarse hasta que uno de los 
miembros de (1-3) quede reducido a 1. Puesto que los números 
p y q son enteros, el otro miembro debe simultáneamente hacerse 
igual a 1..De aquí que exista una factorización de m en divisores 
primos, y si se presentan dos factorizaciones (1-1) y (1-2) de m 
en divísores primos, éstas son idénticas, excepto posiblemente en el 
orden en que están escritos los divisores. Por consiguiente, los divi- 
sores y la factorización son únicos. Si los números primos iguales 
se agrupan juntos, tenemos el Teorema de Factorización Unica o, 
como suele llamarse, el Teorema Fundamental de la Aritmética; 


TEOREMA 1-8. Todo entero con la excepción de cero puede 
representarse de una y sólo una manera en la forma 


m=e popa... Pi, 


en que e, es una de las unidades, los p, son números primos 
positivos distintos y los a, son enteros positivos, 


Por lo tanto, dado cualquier entero m, podemos elegir la unidad 
adecuada y entonces aplicar el Teorema 1 -$ y divisiones sucesivas 
para encontrar los divisores primos positivos de m. Por ejemplo, 


12=2- 3; -386 = (—1) - 22 - 32; 1282 = 24:7 + 11 


Examinemos por un momento 12 = 22 . 3, Cualquier divisor 
primo de 12 debe ser divisor de 22 ó de 3, según el Teorema 1-7. 
Por consiguiente, 2 y 3 son los únicos divisores primos de 12, Asi- 
mismo, todos los divisores positivos de 12 pueden expresarse en la 
forma d = 2* + 3”, en donde a =0, 1,2 y b =06 1. Todos los divi- 
sores de 12 tienen la forma e - 2° - $°, en donde e es una unidad, 
0<aS<2 y0=<b <1. En general, todos los divisores de m = 


Epi Pps" ...... pa” son de la forma 


(u-4) eppi” -.. pr”, en que 0 S bi S£ 
)98( 


11-4 Teorema de la factorización única 

y e, es una unidad. Además, todo número de la forma (1-4) es 
un divisor de m. De este concepto de divisor y del Teorema 11- 8 
se desprende que 


TEOREMA 11-9. Si a y b no tienen divisores comunes y cada uno 
de ellos es divisor de c, entonces su producto es divisor de c. Si 
a y c no tienen divisores comunes y b y c no tienen divisores 
comunes, entonces ab y c no tienen divisores comunes. Si a y e 
no tienen divisores comunes y c es divisor de ab entonces c es 
divisor de b. 


Las tres partes de este teorema se pueden expresar matemática- 
mente como sigue: (i) (a,b) = 1, ale y b]e implica able; (ii) (a, c) 
1 y (b, c) 1 implica (ab, c) = 1; (iii) (a,c) = 1 y ejab impli- 
ca c |b. Las demostraciones de estos enunciados se dan como ejer- 
cicios (Ejerċicios 3, 4 y 5). 

El Teorema 11-8 puede también usarse para encontrar el máxi- 
mo común divisor y el mínimo común múltiplo de dos enteros 
(Cap. 1-1), Por ejemplo, sim = 28 -32 | 52. 7 y n= 28. 8% 72 
+ 11, entonces (m,n) = 2% 8% -7 y [m,n] =2% - 33 - 5% - 72 
- 11, Estos valores particulares pueden obtenerse a la simple vista. 
En general, suele ser ventajoso expresar m y n por medio de los 
mismos números primos positivos, empleando para esto el expo- 
nente cero. Por ejemplo, en el caso anterior, m = 2% - 32 + 52 
+7 +11 yn=2 +33 +50 . 72 « 11, Por eso, dados dos enteros 
cualesquiera m y n, se puede escribir cada uno de ellos por medio 
de sus divisores primos positivos y en seguida expresar cada cual, 
como anteriormente, mediante el mismo conjunto de números pri- 
mos, es decir, m == epp," ... pr y n = epi pi" ... px”. Estas 
expresiones pueden abreviarse valiéndose del símbolo para el pro- 


ducto TI , como sigue 


k k 
m= [pi n= e {p} 


il isl 


Entonces (m,n) se obtiene tomando el menor exponente que se 
presente en cada número primo p,, y [m,n] se obtiene tomando el 
mayor exponente que aparezca en cada número primo f,. La nota- 
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ción matemática sería (m,n) = i P, [m,n]= Ú, 


en donde c, es el minimum de ai y bis y de es el máximum de 
G y br 

Finalmente, supongamos (a, b) = d, [a,b] = m, y sea a = a,d, 
b = b,d. Entonces (4,,b,) = 1, el mínimo común múltiplo de a y b 
es m = a,b,d , y dm == da,b,d = ab. De este modo tenemos 


TEOREMA 11-10, Si a y b son enteros positivos, (a, b) = d, y 
[a, b] = m, entonces dm = ab. 


Por ejemplo, (6,8) = 2, [6,8] = 24, y 6 - 8 = 2 - 24. El hecho 
de que este teorema no pueda aplicarse directamente para el caso de 
tres enteros positivos se evidencia en el ejemplo siguiente: (6, 4, 10) 
=2; [6, 4, 10] = 60, y 6 - 4 - 10 = 240 %2 - 60. 

En la sección que sigue de este capítulo nos serviremos del 
Algoritmo de Euclides para encontrar d = (a,b) sin tener que 
expresar primeramente a y b por medio de sus divisores primos. 
En seguida por medio de la expresión m := ab|d del Teorema 
1-10 encontraremos m = fa, b]. Es así como luego podremos en- 
contrar (a, b) y [a,b] sin necesidad de expresar a y b en sus divi- 
sores primos. 


EJERCICIOS 


1. Descomponer en sus divisores primos positivos los números 4680, 1275 
y 1278. 

2. Encontrar (4680, 1275) y [4G80, 1275] por medio de sus divisores primos, 
¿Es válido el Teorema 1-10 para este caso? 

3. Demostrar la primera parte del Teorema 11-9. 

4. Demostrar la segunda parte del Teorema 1-9. 

5. Demostrar la tercera parte del Teorema 1-9, 

6. Dado cualquier entero n ¿cómo se pueden encontrar todos sus divisores 
positivos? 

7. Encontrar todos los divisores positivos de 60. 

8. Demostrar que todo divisor positivo de m = e,py“ps*... p,'n aparece 
una vez y sólo una entre los términos del producto 


Uat ototo tpt tp 
(oe pa + p+- +H pe) 
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9. Demostrar que el entero m en el Ejercicio 8 tiene (a, + 1) (4, + 1. - 
(a, + 1) divisores positivos distintos. 
10. Demostrar que la suma de los divisores positivos del entero m en el 
Ejercicio 8 puede expresarse en la forma 


fe! 
a ri 


por medio del símbolo del producto TI. 

11. Determinar cuántos son y cuánto suman los divisores positivos de 60, 
por medio de los Ejercicios 9 y 10. 

12, ¿Cuántos divisores tiene cada uno de los números del Ejercicio 1? 

18. Encontrar la suma de los divisores de cada uno de los números del 
Ejercicio 1. 


1-5 EL ALGORITMO DE EUCLIDES. 
En el Cap. 11-4 se expresó el máximo común divisor (m,n) de dos 
enteros por medio de los divisores primos de los dos enteros. El 
Algoritmo de Euclides proporciona un método directo para obte- 
ner el máximo común divisor de dos enteros sin tener que expre- 
sar los enteros en sus divisores primos. Este método es ventajoso 
especialmente cuando se trata de números grandes. En el caso de 
36 y 90, el método del Cap. 1-4 se escribiría 36 = 2 - 8% y 90 = 
2 + 32 « 5, luego (36, 90) = 2 - 32 = 18. El Algoritmo-de Euclides 
daría 90 = 2 + 36 + 18; 86 = 2 - 18 + 0; y (36,90) = 18. 

En general, como el máximo común divisor se considera posi- 
tivo, se puede calcular para dos enteros cualesquiera diferentes 
de cero, tomando en cuenta sólo los enteros positivos correspon- 
dientes m,n cada vez que se presenten los factores -4-1 o —1. Si 
m = n, entonces también (m, n) = m; si m 4 n, supongamos que 
m > n. Entonces aplicamos el Algoritmo de la División repetidas 
veces (Cap. 11-2) y obtenemos el Algoritmo de Euclides: 


(2-5) m=gm +m, 0<m<n 
(2-6) n = q + na, 0<m<n 
(2-7) My = qua + Ma, 0<m<m 
(2-8) Mea = Grke E May O < me <= 


(2-9) Ms = QM O = Mi 
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Puesto que los enteros n, ng, n, ... forman una sucesión decre- 
ciente, es decir, n > n; > ns > ---, existe algún entero n, sea 
Mun igual a cero y tal que k = 0 o bien m, sea diferente de cero. 
Encontraremos que cuando k = 0 (m;n) = n = ne; y cuando 
k 40, (Mm, n) = ne 

Cualquier divisor común de m y n, debe ser divisor de n, de 
acuerdo con la relación (11-5); debe ser divisor de n, de acuerdo 
con (1-6); de ns de acuerdo con (1-7), ..., y de na de acuer- 
do con (1-8). De este modo, todo divisor común de m y n es 
divisor de n.. Inversamente, n, es divisor de ns, de acuerdo con 
(1-9); de m., de acuerdo con (1-8), ..., de n, de acuerdo con 
(1-7); de n de acuerdo con (1-6); y de m de acuerdo con (11- 5), 
es decir, n, es un divisor común de m y de n. Estos resultados se 
enuncian en el siguiente teorema: 


TEOREMA 1-11, El máximo común divisor de dos enteros po- 
sitivos cualesquiera m y n puede encontrarse por medio del 
Algoritmo de Euclides: es el último resto que no desaparece. 
Existen enteros A y B tales que 


(11-10) (m,n) = n = Am + Bn. 


Los enteros A y B de (1-10) se pueden obtener resolviendo 
(u-5) para n, en la fórmula n; = A,m + Bm y sustituyendo esto 
en (u-6) para obtener n, = A,m + Ban, ...: finalmente m, = 
Am + Bn se obtiene de (1-8). Por ejemplo, tenemos la forma 
siguiente del Algoritmo de Euclides para los números 23 y 19: 


23 = 1-19 4 4, 
19=4- 443, 
4=1-3+1 
3=3-14+0 


de donde (23, 19) = 1. Puede encontrarse una relación de la for- 
ma (n-10) que se indica anteriormente, por medio de las ccua- 
ciones 


4 = 1-238 — 1-19 
3=1:19-4-4=5 - 19 — 4-23, 
l=1l: t-1- 3=5-+ 2 -— 6-19 


n-5 El algoritmo de Euclides 

Este procedimiento puede expresarse por medio de los cuocien- 
tes generales q, y restos n, desde (1-5) hasta (1-9) de la manera 
siguiente: 


m=m-— q= Am + Bn, 
n= —qm+ (qg + 1)n = Am + Bm, 
m= (pp + 1)m — (g + 909: + a)n = Am + Bin, 


Los coeficientes de m y n son enteros en todas las etapas, ya que 
ímicamente se trata de las operaciones del anillo: la adición, la 
sustracción y la multiplicación. 

Queda aún el problema práctico de encontrar A y B para ente- 
ros cualesquiera dados m y n con el menor trabajo posible. Para 
cualquier entero m z 0, tenemos (m, 0) = em en donde e es una 
unidad, También hemos hecho notar que se puede suponer que los 
enteros dados son positivos sin que se pierda la generalidad de la 
expresión. El esquema siguiente proporciona un procedimiento 
práctico para determinar el máximo común divisor y una relación 
de la forma (1-10) para dos enteros positivos cualesquiera m y n. 
Los números n; y q, son los mismos que los de (11-5) hasta (11 - 9). 
El esquema 


m n m m . nw 0 
92.4 Qoa --- Q 
(10 l -g B Bao... Bi=B 


1 cü Ae me AmA 


puede construirse por medio del diseño geométrico 


Mi M Mia 


q 


en las primeras dos filas para significar que Mi. = que + 
nus representando el último n, diferente de cero por na y deter- 
minando los 4, y B, por medio de las fórmulas de recurrencia 
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B= l, Ao=0,B,=-q,A1=1, 


Bin = Bin — q:B;, Sa > 
E BE (=1,23,4...,k-1) 


Para el caso de m = 23, n = 19, este esquema resulta ser 


23 19 4 3 1 0 


(1-19) i $ 1 8 
1-1 5-6 
1-4 5 


de donde (23,19) = 1 y 1 = 5 - 23 — 6 - 19, tal como se obtuvo 
anteriormente. 

El método anterior para obtener n, es simplemente una repre- 
sentación sintética de las relaciones (1-5) a (1-9) y por lo tanto 
es válido. El método anterior para determinar A, y B, puede veri- 
ficarse por inducción matemática respecto de j, en donde n; = 
má, + nB, Para j = 0, se hace ny = n y se tiene n = n; para 
j = l se tiene n; = m — qn, que es válido según (1-5). Suponga- 
MOS QUE Mis = MÁ, + NB y que n, = mA, + nB,, entonces 


Tisi = Ri ~ Qs 
= m(Aia — gA) + (Bi — qbo) 
= MÁ 4 + AB ia, 


y se verifican así las fórmulas de recurrencia dadas más arriba. 

El método representado por el esquema (1-11) puede ser muy 
útil después de un poco de práctica. Es ventajoso especialmente 
porque el máximo común divisor puede determinarse sólo por me- 
dio de las dos primeras filas. Luego, si se desca una relación de la 
forma (1-10), se pueden determinar las constantes A y B. 

La ecuación (1-10) es, pues, necesaria y suficiente para que 
nm, sea el máximo común divisor de m y n. Es necesaria según el 
“Teorema 1-11 y es suficiente ya que si (1-10) es válido, todo 
factor común de m y n debe ser divisor de n. Como una aplicación 
particular de esto, tenemos 
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1-5 El algoritmo de Euclides 
TEOREMA 11-12, Dos enteros m y n son primos entre sí si y sólo 
si hay enteros A y B tales que Am + Bn = 1. 


Nos serviremos dei Algoritmo de Euclides y del Teorema u- 12 
para obtener el recíproco de n, módulo mm en la sección 11 de este 
Capítulo 1. En el Cap. 11-7 estos resultados se formulan nueva- 
mente para polinomios p(x). En esta forma se emplearán para 
encontrar el máximo común divisor de dos polinomios, el número 
de raíces distintas de una ecuación polinomia en cualquier inter- 
valo a < x & b (Cap. 1v- 12), y las raíces múltiples de una ecua- 
ción polinomia (Cap. 1v - 13). 


EJERGICIOS 


L ¿Cómo se puede demostrar, mediante el Algoritmo de Euclides, la exis- 
tencia de un máximo común divisor entre dos enteros positivos cualesquiera? 


2. Demostrar que (km, kn) = ktm, n) para cualquier entero positivo k. 
5. Expresar cada uno de los siguientes divisores en la forma (11-10): 


a) (108, 64), ad» (396L, 952), 
b) (870, 111), e) (4680, 1275) - 
© (147, 64). ñ 


Comparar con el Ejercicio 2, Cap. 114 
4. Encontrar el mínimo común múltiplo de cada uno de los pares de 
números del Ejercicio 3. 


5. Demostrar que [/on, kn] = km, n}. 


6. Demostrar que sí (a, b) = 1, en que a y b son enteros cualesquiera, enton- 
ces existen enteros d y e tales que 


1 da e 
===. 
ab a b 


7. Demostrar que todo número racional positivo puede expresarse como una 
fracción continua finita de la forma 
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m 1 
SA 
1 
q+ 
L 
at 
+ 
gi 
Qx 
que se suele escribir de la manera siguiente: 
Mg LL. Le E. 
n atar añ 


(Indicación: Los q aqui son los mismos que en el Algoritmo de Euclides. La 
expresión que correspondería a (t-12) sería 
gi 
19 E A 
$. Aprovechese el resultado obtenido en el Ejercicio 3 y exprésese cada uno 
de Jos siguientes números racionales como fracciones continuas: 


108 370 147 $961 4680 
64 ' nI 64 952 ` 1275 

9, Demostrar que —B-A en (1-10) es una aproximación de m:n que difiere 

de mjn en n,jAn. Esta es una primera aproximación muy práctica y es equiva» 


lente a despreciar el término q, en cl Ejercicio 7. De consiguiente 3 es apro- 


xımadamenie $ y en este caso el error es de wr 


10. Emplear el método del Ejercicio 9 y encontrar las primeras aproxima- 
ciones a cada una de las fracciones del Ejercicio 8. Indicar el error de la 
aproximación en cada caso. 

11. Continuar el procedimiento de aproximación comenzado en el Ejercicio 
9 y demostrar que en general la aproximación de orden (f + 1) de m/n es 
—B,.,/4,., en la fórmula (1-11). 


H-6 BASES. El concepto de una “base” es tan funda- 
mental en la teoría de los números como lo es en “baseball”. 
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1-6 Bases 

Cualquiera interpretación de un número, tal como 1776, en el cual 
la posición de los digitos tiene un significado, depende del número 
particular que se ba elegido como base. Por ejemplo, 11 representa 
once en base diez, es decir, una decena y una unidad en la nota- 
ción decimal. Sin embargo, 11 también representa tres en la base 
dos, es decir, un grupo de dos y una unidad en el sistema binario 
de números. Todos estamos familiarizados con la notación decimal 
(Cap. 1-7) que emplea la base diez y los dígitos 0, I, 2, 3, 4, 5, 6, 
7, 8, 9. El sistema binario se sirve sólo de dos dígitos, que son 0 y 1, 
y ha alcanzado una importancia creciente con el desarrollo de los 
computadores electrónicos, puesto que sus dígitos pueden repre- 
sentarse por la presencia y ausencia, respectivamente, de una co- 
rriente eléctrica. En general, demostraremos que todo entero posi- 
tivo n mayor que 1 puede usarse como base para todos los enteros 
positivos, es decir, 


TEOREMA 11-13, Si m y n son enteros positivos, y n “> 1, en- 
tonces la representación 


m = IN p an p o H 


en donde ar + 0, 0 S as < n para i = 1, 2,.. . k, existe para 
algún entero k y es única. 


Por ejemplo, el entero 130, puede expresarse en bases 10, 2, 3, 
4, 5 y 6, como sigue: 


15-13. 130 =1-10+3-10+0 = 1301, 
130=1: 2 +0-2+0- 2+0- 2, 
+0- 240- 2+1- 2+0 = 10000010», 
130 = 1-31+1-31+2-3+ 1-341 = H2Hs, 
130 = 2- 4+0- £ +0- 4+2 = 2002, 
130 = 1- 5+0- 5+ 1- 5+0 = 1010s, 
1-14. 130 =3- 0+3- 6+4 = 334. 


Los enteros a; pueden encontrarse por medio de la aplicación 
repetida del Algoritmo de la División (Cap. u-2), pero el proce- 
dimiento es completamente diferente del que se usó en el Cap. 1-5, 
Por ejemplo, en las expresiones anteriores (1-13) y (1-14), te 
nemos, 
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130 = 10 - 13 +0, 1380 =6- 21 p4 
13 =10: 143, 2=6- 3+8, 
1=10- 0+1, 3=6- 043. 


Los restos sucesivos 0, 3, 1 cuando se divide 130 repetidas veces 
por 10, son las unidades, decenas y centenas representadas por los 
dígitos correspondientes, es decir, los coeficientes de 1, 10, y 102 en 
la fórmula (1-13). Asimismo, los restos sucesivos 4, 3, 3 cuando 
130 se divide reiteradamente por 6, son los coeficientes de 1, 6, y 
6% en la expresión (1-14). Estos coeficientes se obtienen fácil. 
mente por medio de los siguientes esquemas donde los restos se 
separan a un lado: 


101180 61130 
10/13 0 6/21 ~4 
1011 3 613 3 
0-1 03 


En general, el coeficiente a, del Teorema 1-18, puede obte- 
nerse como sigue. Supongamos 


m=qn+r,, 
QM = qu + ro, 
Q= que + 15, 


Que = Quan + Tas, 
Qant r 


en donde 0 < r, < n. De estas ecuaciones, se tienen m > q; > qa 
DoDD OLG < M5 Ta = Quo y por lo tanto 0 < 
Y. Los coeficientes del Teorema 1-13 se obtienen haciendo a, 
E A A ES 

Las relaciones a, = 7, pueden verificarse substituyendo cada q. 
en la ecuación Qis = qın + T, parai=k—1,k—2,...,2, 1 y 
qo = m, como sigue: 
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ia = Tk, 
Qee = TN F Pia, 
Qena = TIN? F Thain F Ts, 


Q Ermn ant 12, 
M= rn E nr nit o r 


Si hubiera dos expresiones para m en la misma base n, sean 


m = an" 4 an™ +. +an+a0<.bZa<n 


m= bn’ p bn p... bn + bn O < ba 0 S bi <n, 


entonces tendríamos 
anè p amn p e H a — bn p bn + H b) I 


El miembro de la derecha, 0 (y por lo tanto el miembro de la 
izquierda de esta ecuación) es divisible por n. Por eso n es divisor 
de a, — b,. Pero 


0Sa<n0Sb,<n ja — b] <n, 


y n no es divisor de ningún entero positivo menor que n. Puesto 
que Ja, — b,| es divisible por n, no puede ser positivo y debe ser 
igual a 0, es decir, 4, = b,. Asimismo, ambos miembros deben ser 
divisibles por n**2, de donde an, = b,- o, en general, a, == b, para 
todos los valores de i, y tenemos que p = k. Por consiguiente la 
representación de m en el Teorema 11-13 es única. 

La notación indo-arábica o sistema decimal (Cap. 1-7) que noso- 
tros usamos, consta de números expresados en base 10. En este 
caso el Teorema n -$ establece que todo entero positivo tiene una 
representación única en base 10. Por ejemplo, 


5604 = 5 - 10 +6 - 10240 - 1044. 


Asimismo para n = 2 el Teorema 1-13 establece que todo entero 
positivo tiene una representación única en base 2, Por ejemplo, 
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188=1-F40-22p 1-54 1-2 
40-23412412-2 41 


y puede indicarse por 10110111). El sistema binario puede am- 
pliarse de la misma manera que el sistema decimal para represen- 
tar 7.625 =1:2 41:24 1-4 1-2140-2241-+ 
2-3 por 111.101,. Sobre el sistema binario se basa la multiplicación 
campesina rusa, un antiguo método de convertir en suma la mul- 
tiplicación de dos enteros (Ejercicios 11 y 12). Más recientemente, 
como se dijo antes, el sistema binario es la base de los cálculos 
con computadores electrónicos. 

Hay muchos problemas y juegos que dependen de la escala de 
notación, es decir, de la base en la cual se expresan los números. 
Ball (Ver Bibliografía N? 3; págs. 11 - 16) señala varios problemas 
en donde se utiliza la base 10. Por ejemplo, si una persona elige 
dos enteros menores que 10 (es posible al tirar dos dados), se pue- 
de descubrir cuáles son los enteros, pidiéndole lo siguiente: 


(i) que elija uno de los enteros y lo multiplique por 5, 
(ii) que sume 7, 
(iii) que multiplique por 2, 

(iv) que sume el segundo entero y le diga el resultado. 


De la explicación algebraica de este procedimiento, queda cla- 
ro que lo único que se necesita es sustraer 14 del número dado 
como resultado por la persona para obtener un número cuyos dos 
dígitos son precisamente los enteros en cuestión, 


G) 5a, 

Gi) 5a +7, 

(iii) 104 + 14, 

(iv) 10a + 14 + b. 


El juego de Nim (Ver Bibliografía N? 50; págs. 16-19) puede 
analizarse completamente mediante los números binarios. Otro 
juego relacionado con números binarios (Bibliografía N? 43; pág. 
39) necesita k tarjetas para el caso en que se consideran números 
menores que 2*. Todos los enteros positivos menores que 2* tienen 
un desarrollo único como suma de potencias de dos en la forma 
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(u - 15) n a, + a 244: 24 + a o 25, 

en donde a, = 0 ó 1 (i = 1, 2, ..., k). La primera tarjeta contiene 
todos los enteros positivos menores que 2* para los cuales a, = 1, la 
segunda aquéllos para los cuales as = 1, ..., Jas de orden k aque- 
los para los cuales «* = 1. El primer número de la ¿ésima carta es 
21, Por consiguiente, para determinar un número, sólo se necesita 
saber en qué tarjeta aparece, es decir, las potencias de 2 que se 
utilizaron en su desarrollo binario. Cualquier persona que se fa- 
milíarice con el juego puede, entonces, decir el número sin mirar 
las tarjetas, puesto que se ha dado su representación como núme- 
ro binario. El número deseado es la suma de los primeros núme- 
ros en cada una de las tarjetas donde aparece. Por ejemplo, si 
ko = 4, tenemos las tarjetas 


pooR 2 10 4 12 8 12 
3 1l 3 n 5 13 9 13 
5 13 6 H ô h 10 14 
7T 5 7T 15 Y 1 u 15 


El número 5 = 1 -4 0 + 2 + 1 + 22 aparece sólo en la primera 
y tercera tarjeta, El número que aparece sólo en la segunda y ter- 
cera tarjeta es 0 - 201-241 - 22 = 6, El número que apa- 
rece sólo en la primera, tercera y cuarta tarjetas es 1 + 2 + 0- 
24+1:241-+ 2% = 13. En general, la representación binaria 
del número es conocida tan pronto como se conocen las tarjetas 
en las cuales aparece el número, en (11 - 15) a, = 1 si el número 
n está en la primera tarjeta, a, = 0 si n no está en la primera tar- 
jeta. Asimismo, considerando n < 16 o un conjunto mayor de 
tarjetas que las dadas anteriormente, a, = 1 en (1-15) sí n está 
en la tarjeta de orden $, de otro modo a, = 0. 


EJERCICIOS 


1. Expresar 19 y 175 en base 2. 

2. Expresar 95 y 348 en base 3. 

3. Expresar 75 y 6789 en base 7. 

4. En cada uno de los ejercicios anteriores, sumar los dos números usando 
la base nueva. Comprobar la adición sumando los dos números 1a] como se 
dieron en la base diez y expresando la suma en la base indicada. 
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5. Repetir el Ejercicio 4 efectuando la sustracción del segundo número me- 
nos el primero, en lugar de la adición, 

6. Repetir el Ejercicio 4, efectuando la multiplicación. 

7. Repetir el Ejercicio 4, efectuando la división del segundo número por el 
primero, 

8. Expresar el número 12143, (el subíndice indica la base) en base 10 y en 
seguida en base 7. 

9. Expresar 12143, en base 7 sin cambiarlo a base 10. 

10. Proponer un método general para cambiar la base de cualquier entero, 
Xustrar el método propuesto con tres enteros de por lo menos cinco dígitos cada 
uno y en donde todas las bases sean diferentes de diez. 

11. Damos el siguiente ejemplo de la multiplicación campesina rusa de 
43 . 75. Las partes enteras de los cuocientes sucesivos de 43 dividido por 2 están 
alineadas al lado de los múltiplos sucesivos de 75 multiplicado por 2. En seguida 
aquellos múltiplos de 75 que corresponden a cuocientes impares de 43 se suman 
para obtener el producto pedido, 


48 75 
2 150 
(10) (800) 
5 600 
e (1200) 
1 2400 


S + 75 = 75 q» 150 + 600 -p 2400 == 3225. Representar en el sistema binario y 
proponer una demostración de la validez de este método. 

12. Encontrar los siguientes productos por medio de la multiplicación campe- 
sina rusa 67 . 85; 73 . 120; 121 - 378. 

13. La simplificación siguiente- ofrece una respuesta correcta para la 


tracción Eco base diez. Encontrar, en base diez, todas las fracciones m/n, en 
donde 10 < m < 20, y 10 < n < 100, tales que después de efectuarse simplifi- 
caciones semejantes a la del Ejercicio 13, den una respuesta correcta. 

14. Encontrar todas las fracciones m/n tales que m, n sean números de dos di- 
gitos en base diez y que al simplificar como en el Ejercicio 13, resulte una respuesta 
correcta. 

15. Demostrar que no hay fracciones como las que se piden en el Ejercicio 14, 
si los números se expresan en base p, en que p es un número primo, 


1112( 


na? Notación decimal 

u-7 NOTACION DECIMAL. La represen- 
tación de un número en base 10 se llama notación decimal del 
número. En el Capítulo 11-6 hemos encontrado que cualquier en- 
tero positivo m tiene una representación única en la notación de- 
cimal, es decir, 


m = 10 + ad +... + 0,10 + 0, 
en donde 


m = l0 m, + a 

m, = 10m, + €, 

m=10-0+, 
y0 S a < 10, a0. 


Consideraremos ahora Ja representación en ła notación decimal 
de los números racionales positivos s/n. Esta representación tam- 
bién está basada en el Algoritmo de la División. Por ejemplo, dado 
el número 51/8, podemos calcular 


y escribir 51/8 = 6.3750. En general, dado cualquier número ra- 
cional positivo s/n, podemos usar el Algoritmo de la División y 
escribir 


s=mn ++, 


en donde 0 E m y 0 & r < n. El entero positivo m tiene un de- 
sarrollo decimal como en el caso anterior. El dígito de los décimos 
en el desarrollo decimal de r/n, y por lo tanto de s/n, es b, en 
que 
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lr=br+Y+r1,0S371,<nm 


El dígito de los centésimos es by, en que 
lOr, =bon+71,0<r2<np 


y en general, para cualquier entero positivo j, el dígito j-ésimo 
hacia la derecha del punto decimal en el desarrollo de s/n es b, 
en donde 


10r,, =bm+ r,0S<r,<mnm. 


Queda por demostrar que se necesita únicamente un número fi- 
nito de estas etapas para obtener la representación de s/n en la 
notación decimal. 

En realidad, existe un conjunto infinito numerable de restos 
1, (¡=1,2,..) tal que 0 < r; < n. Sin embargo, puesto que cada 
T, es un elemento del conjunto 0, 1, 2, ..., n — 1, hay solamente un 
número finito de valores distintos de los restos r,. En efecto, deben 
existir enteros p, y q = p + t, en que t es positivo, tales que 7-1 
= Tes» y por lo tanto 


nb, + T, = nbi + To 
nfb, — b) = Y. — T 


Puesto que los enteros positivos son bien ordenados, existen en- 
teros positivos mínimos p y t que tienen las propiedades anteriores. 
Cualquier p, > p y cualquier entero positivo múltiplo de £ tam- 
bién tiene estas propiedades. Si b, = b,, entonces fe = Tp Si b, z4 
ba entonces n es divisor de 7, — 7,, en que 0 S n< n0 Sn 
< n, y por lo tanto Te — T; = 0 = b, — be contrariamente a nues- 
tra creencia de que b, 4 b, tenemos que b, = b, y 7, = Te De 
este modo hemos demostrado que existen enteros positivos diferen- 
tes p, q tales que Tp, = Ye, y que esta igualdad implica r, == Te 
es decir, r, = Tpu, en donde q = p + t. Finalmente, según el prin- 
cipio de inducción matemática, Y, = Ys.» para todos los j = p — 1 
y el número positivo racional s/n puede escribirse en la forma: 


b 
a aa A eto 


Ce Ci e € e 
tatn tpat t EN 
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1-7 Notación decimal 
Hemos, hecho una demostración completa de que todo número 
racional positivo puede representarse por un decimal periódico. 
En la práctica, como en la teoría, se procede como se hizo anterior- 
mente para encontrar los r, hasta que algún r, sea cero, o sea, igual 
a algún rą en donde k < j. Por ejemplo, dado 153/7, se calcula 


1588 = 21:746 
60 = 8-7+4 
= 5-7+5 
50= 7:741 
10 1-74+3 
30= 4:742 
2M= 2:74+6 


de donde 153/7 = 21.857142857142... Puesto que los decimales 
precedidos de signo se emplean para representar números precedi- 
dos de signo, todos los números racionales pueden representarse 
como fracciones periódicas. Recíprocamente, dado cualquier deci- 
mal d en el que se repiten una y otra vez t dígitos, podemos cal- 
cular el decimal finito 10'd — d (Cap. 1-10) y expresar d como 
un número racional, De esta manera hemos demostrado que todo 
número racional puede expresarse como un decimal periódico, y 
viceversa. Los temas que siguen de este capítulo son importantes 
para la teoria de los números pero pueden suprimirse sin pertur- 
bar la organización de este texto. 


EJERCICIOS 


1. Emplear el método anterior de restos sucesivos y expresar cada uno de los 
siguientes números racionales en notación decimal: 


1 1 2 1 1 
Tm? 50? 1? T “o” w 
r 17 w u 75. ç m 

2. Repetir el Ejercicio 1 pata] > -67 30 W 

3. Demostrar que todo número racional puede representarse como un deci- 
mal periódico, valiéndose de que se obtienen a lo más q restos diferentes de los 
cuocientes 10*/q, en dondej=0,1,2,.... 

4. Examinar el caso de la representación de números racionales en el sistema 
binario de números. 
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u-8* CONGRUENCIAS. Procederemos ahora a 
dividir el conjunto de los enteros en subconjuntos o subclases res- 
pecto a un entero m dado elegido arbitrariamente, Por ejemplo, de 
aquí a tres horas, de aquí a cincuenta y una horas, hace veintiuna 
horas, y, en general, 3 ++ 24k horas de ahora en adelante para cual- 
quier entero k, todos representan la misma hora del día. Los nú- 
meros de horas, 3, 51, —21, 3 + 24k son equivalentes en cierto 
sentido respecto a un día de veinticuatro horas. Se dice que los 
números son congruentes módulo 24 y se escribe 3 = 51 (mód. 
24). Asimismo, ángulos de 30%, 390%, —3300, 7500, y en general, 
300 -+ (360%) para cualquier entero k pueden representarse grá- 
ficamente utilizando los mismos lados inicial y terminal. Además, 
siempre que ángulos de a9 y de b° puedan representarse utilizando 
los mismos lados inicial y terminal, tenemos que a = b + 360 k 
para algún entero k y se puede escribir a == b (mód. 360). En 
general se dice que dos enteros a y b son congruentes módulo un 
entero m si y sólo si existe un entero c que satisfaga la igualdad 
a = b + cm, Todas las veces que tal entero c exista, podemos es- 
cribir a == b (mód. m) y llamar a m el módulo de la congruen- 
cia. Esta definición es equivalente a la relación a == b (mód. m) 
si y sólo si a — b es divisible por m. Por ejemplo 3 = 8 (mód. 5), 
— 3 = 9 (mód. 6), y dos enteros pares cualesquiera son congruen- 
tes módulo 2, 

La congruencia módulo m es una relación de equivalencia 
(Cap. 1-3), dado que es reflexiva, simétrica, y transitiva, es decir, 


(i) a == a (mód. m), 

(ii) a = b (mód. m) implica b = a (mód. m), y 

(üi) a = b (mód. m) y b = c (mód. m) implican a = e 
(mód. m). 


Es fácil demostrar estas tres propiedades basándose en las de- 
finiciones ya citadas: a = a + Om; si a = b + km, entonces b 
= a + (—k)m; si a = b + km y b= c 4- hm, entonces a = € 
+ (h + k)m. La relación de equivalencia = puede considerarse 
como un caso especial de =, en que el m = 0. Sin embargo, en 
nuestro estudio nosotros vamos a admitir que m z 0. 
Consideraremos en seguida algunas de las propiedades de esta 
nueva relación == (mód. m). Las congruencias módulo m pueden 
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1-8 Congruencias 
combinarse empleando las operaciones del anillo: adición, sustrac- 
ción, y multiplicación, es decir, si a =b (mód. m) y c= d (mód. 
m}, entonces, 


(11-16) a+c=b 4 d (mód. m), 
(u -17) a — c = b — d (mód. m), 
(u - 18) ac = bd (mód. m). 


Estas congruencias pueden demostrarse directamente basándose so- 
bre la definición de congruencia. Si a = b 4 sm y c = d + tm, 
entonces 


a+c=b+d2+ (s -+ im, 
a— c= b — d4 (s — tm, 
y ac = bd -4 (bt + sd + stm)m, 


en que s -+ t, s — t, y bt + sd + stm son enteros, ya que el con- 
junto de los enteros es cerrado con respecto a las operaciones del 
anillo. La congruencia (1 - 18) puede aplicarse para el caso espe- 
cial de que a = c, b = d y, por inducción matemática, resulta para 
cualquier entero positivo n 


(1-19) a” = b" (mód. m). 


Por ejemplo las congruencias 2 = 7 (mód. 5) y 3 = 8 (mód. 5) 
pueden sumarse y resulta 5 = 15 (mód. 5); pueden restarse y se 
obtiene —1 = —1 (mód. 5); y multiplicarse para obtener 6 == 56 
(mód. 5). También se puede elevar al cuadrado ambos miembros 
de la congruencia 2 == 7 (mód. 5) y se obtiene 4 = 49 (mód. 5). 

Dado que para la formación de un polinomio sólo se necesitan 
operaciones anillo (Cap. 11-2), pueden aprovecharse las con- 
gruencias (1-16), (1-17), (u-18), (1-19) para obtener 


TEOREMA u- 14. Sias b (mód. m) y f(x) es un polinomio con 
coeficientes enteros, entonces f(a) = f(b) (mód. m). 


Consideremos como un ejemplo de este teorema al polinomio 
f(x) = x3 — 3x? + 2x + 1 ya la congruencia 2 = — 1 (mód. 3), 
10)=8-124+441=1y(-)=-1-3-24+1=-5 
= 1 (mód. 3). 
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También rige la ley cancelativa para las congruencias. Si ak = 
bk (mód. m), su diferencia es un múltiplo de m, es decir (a — b)k 
= tm. Sea d = (k, m), entonces 


(a — b)ìkjd = (m]d) y a =b (mód. mjd). 


Por ejemplo, 2 = 8 (mód. 6) implica 1 = 4 (mód. 3); 12 = 
32 (mód. 10) implica 6 = 16 (mód. 5) y 3 = 8 (mód. 5). Si ak 
== bk (mód. m) y (k, m) = l, entonces a == b (mód. m). En gene- 
ral, se tiene. 


TEOREMA 11-15. Si ak = bk (mód. m) y (k, m) = d, entonces a = 
b (mód. m,), en que m = dm,. 


Las congruencias pueden servir para dar pruebas de la divisi- 
bilidad de cualquier entero n por un entero m. Todo entero posi- 
tivo puede expresarse unívocamente (Cap. 11-6) , en la forma (11-20) 


(11-20) n= a, +4, * 10 + as- 1024)... + 4% +10 


en donde 0 < a, <= 9 siendo i = 1, 2, ..., k. La prueba tan fa- 
miliar para la divisibilidad por 2 se encuentra considerando am- 
bos miembros de (1-20) con respecto al módulo 2. Dado que 10 
== 0 (mód. 2), podemos reemplazar 10, 10%, ..., y 10° por 0 en el 
caso de que se considere a n en (11-20) con respecto al módulo 2, Lue- 
go n = a, (mód. 2), es decir, n = a, + 2£ para cualquier entero t, 
y n es divisible por 2 si y sólo si a, es divisible por 2. Asimismo, 
de 10 = 1 (mód. 3) y de la relación (1-19), se tiene n == a. + a, 
+... + a (mód. 3), es decir, n es divisible por 3 si y sólo si la 
suma de sus dígitos es divisible por 3. Puesto que 10? == 0 (mód. 
4), se obtiene n == a, + 104, (mód. 4), en donde n es divisible 
por 4 si y sólo si el número compuesto por sus últimos dos dígitos 
es divisible por 4. También se puede usar (1-20) para obtener: 


n = œ (mod 5), 
n = do + 3a + 2a, — 04 — 3a, — 2a5 + ae 
+ 341 + 243 — do — - > - (mod 7), 
(2-21) n=d>+0+:---+ as (mod 9), 
n= a - a+ a —0+--++(—1)* (mod 11), 
n = m — 3a — 4a — 04 + 30, + 4as + as 
— 3a; — 4as — 44 + - - + (mod 13), 
n = a+ 10a, (mod 25), 
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y muchas otras pruebas semejantes para la divisibilidad. Por ejem- 
plo, 342538 = 0 (mód. 7), es decir, es divisible por 7, dado que a. 
= 8, a, = 3, a, = 5, as = 2, a, = 4, as = 3, y empleando la prue- 
ba que acabamos de señalar, 342538 = 8 + 3-34 2:5-2-3-+ 
4 --2 - 3 = 7 = 0 (mód. 7). De manera análoga, 3637425 es divisible 
por 11, y 7587125 es divisible por 13. La naturaleza periódica de los 
múltiplos de los dígitos a, se examina en los Ejercicios 5 y 6, Cap. 
1-10, 

Antes de la invención de la máquina de calcular, se revisaban 
muchos procedimientos aritméticos por el método de calcular los 
nueves, es decir, se consideraban los números con respecto al mó- 
dulo 9 como en (1-21) y se empleaban las congruencias (11-16), 
(u-17), y (11-18). El producto 321 - 152 = 48792 se revisaría por me- 
dio de las congruencias 321 = 6 (mód. 9), 152 = 8 (mód. 9), 321 > 
152 = 6 - 8 = 48 = 3 = 48792 (mód. 9). Este método no es una 
revisión perfecta, ya que no se localizan algunos errores, como por 
ejemplo, el intercambio de dos digitos. En el caso de un cuociente 
ajb = q + rjb, la relación a = qb + r debe ser válida y se com» 
prueba que a = qb + r (mód. 9). Por ejemplo, la ecuación 
83 
pa 
+ 15, lo que resulta 2 = 4 - (—1) + 6 (módulo 9). 


=4+ r se comprueba considerando que 83 = 4 + 17 


EJERCICIOS 


1. Demostrar que a? = 1 (módulo 8) , en donde a es cualquier número impar. 


2. Proponer cuatro ejemplos del Teorema 11-14, usando polinomios de por lo 
menos tercer grado. 

3. Encontrar /(3) (mód. 9) si fix) = 7% 4 13x! == 72x* 4 2158. 

4. Proponer tres ejemplos numéricos que ilustren el Teorema 1-15, 

5. Proponer pruebas de la divisibilidad por 6, 8 y 13. 

6. Examinar al 1113 y 23,585 son divisibles por 7, 9, 11 y 15 usando los teo- 
remas de congruencia. 

7. Comprobar lo siguiente por el método de “calcular los nueves”: 


a) 1235. 341 = 421135; 
b) 852 ++ 1289 + 251 4172 = 2514. 


8. Exponer un método para “calcular los onces". Repetir el Ejercicio 7, 
calculando los onces. 
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9. Encontrar una demostración de la divisibilidad por 4, de números expre» 
sados en base cinco. Proponer un ejemplo de tres dígitos y otro de cuatro dígitos. 

10. Proponer una demostración de la divisibilidad por n — 1 para números 
expresados en base n. 

11. Proponer una demostración de la divisibilidad por n + 1 para números 
expresados en base n. 

12. Proponer demostraciones de la divisibilidad por 4, 8 y 16 y demostrar 
que se necesitan considerar cuando más b dígitos para probar la divisibilidad por 
2* de cualquier entero dado expresado en base 10. 

13. Demostrar que a = b (mód.m),0 <a <m,0< b < m, implica a = b. 

14. Tres hermanos decidieron en el colegio repartir su caja común de bolitas 
entre los siete miembros de su pandilla. El primero de los trés hermanos que 
llegó a su casa repartió las bolitas en siete grupos y le sobró una bolita, tomó 
su pila y la bolita sobrante. El segundo hermano, llegó a su casa, repartió las 
bolitas restantes en siete pilas, le sobró una bolita que dio a su hermana y tomó 
su pila. Cuando el tercer hermano llegó a su casa, separó las bolitas restantes 
exactamente en siete pilas iguales. Encontrar el menor número posible de 
bolitas para el número original de bolitas. Dar todas las soluciones considerando 
el problema como clase de congruencia (Cap. 1-9). (Indicación: Comenzar 
expresando el número pedido en base 7, por ejemplo, N =abc,) . 


u-9* CLASES RESIDUALES. FUN- 
CION $ DE EULER. Dados dos enteros cualesquie- 
ra c y m, el Algoritmo de la División establece que existen ente- 
tos q yT,0 < 7 < m, tales que c = qm 4+ r. El número 7 se 
llama el residuo de c con respecto al módulo m y se escribe c = 7 
(mód. m). Por ejemplo, 7 = 2 (mód. 5), 31 = 1 (mód. 5), 102 = 
2 (mód. 5). La totalidad de los números c tales que c == 7 (mód. 
m) se llama clase residual o clase de congruencia con respecto al 
módulo m y se indica por [r] (mód. m). Los números de la clase 
[1] (mód. m), son 


Pra FE mr E Sm, 


Por ejemplo, la clase residual [2] (mód. 5), comprende a los nú- 
meros 


ss» —13, —8, —3, 2, 7, 12, 17, .... 


Todo entero positivo, negativo o cero pertenece, con respecto 
al módulo 5, a una de las clases residuales [0], [1], [2], {3}, [4] 
(mód. 5). En general, todo entero pertenece, con respecto al mó- 
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dulo m, a una de las clases residuales [0], [1], [2], ..., [m—1] (mód. 
m) (ver Ejercicio 8). Para m = 2 todos los números pares perte- 
necen a la clase residual [0] (mód. 2) y todos los números impares 
pertenecen a la clase residual [1] (mòd. 2) . Un conjunto de números 
Tis Ts ++. Ym, en que cada uno de ellos pertenece a cada una de las 
clases [0], {1}, [2], .... [m—1] (mód. m), se llama un sistema resi- 
dual completo, con respecto al módulo m. Por ejemplo, los núme- 
ros 5 y 8 forman un sistema residual completo con respecto al mó- 
dulo 2; los números 64, 17, 34, y —1 forman un sistema residual 
completo con respecto al módulo 4. 

Una clase residual [r] (mód. m) puede ser expresada en función 
de cualquiera de sus elementos, es decir, [r] (mód. m) = [r + km] 
(mód. m) para cualquier entero k. De este modo, para cualquier 
entero m el número total de clases residuales distintas con respecto 
al módulo m es |[m|. Un conjunto de números Ty, Ys, -- -s Ym €S UN 
sistema residual completo con respecto al módulo m si y sólo si 7, 
Y, (mód. m) siempre que i x4 ĵ e i, j = 1 2, .. „ m. 

Los sistemas residuales completos pueden usarse en la determi- 
nación de todas las raíces n-ésimas de la unidad a partir de una 
raíz n-ésima primitiva dada de la unidad. Por definición (Cap. 
1-17), s es una raíz m-ésima de la unidad si y sólo si n es el entero 
positivo menor k tal que s* == I. Luego si s* = 1, podemos escri- 
bir m = qn + 7, en donde 0 E r < n, y obtener s" = $" = 
se os = s = l. Ahora, dado que 0 £r < n,” =1lynesel 
menor entero positivo k tal que s* = 1, tenemos que r = 0 y m 
== qn, es decir, s” s 1 si y sólo si m = 0 (mód. n), en donde s es 
una n-ésima raíz primitiva de la unidad. 

El Teorema de De Moivre (Cap. 1-17) establece la existencia 
de por lo menos una raíz n-ésima primitiva de la unidad para 
cualquier entero positivo n. Dada una raíz s n-ésima primitiva de 
la unidad, resulta que, según (Cap. 1-17), toda potencia entera de s, 
por ejemplo, s', era también una raíz n-ésima, dado que (s'P = 
(*Y = 1* = 1. Además, si s' = s“, entonces s** = ] y t — u = 0 
(mód. n), es decir, t = u (mód. n). De aquí que dos potencias enteras 
de una raíz n-ésima primitiva de la unidad sean distintas si y sólo 
si los exponentes pertenecen a distintas clases residuales con resy 
pecto al módulo n, Después de esto, podemos generalizar el Teo- 
rema 1-7, como sigue: 
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TEOREMA 1-16, Todas las n-ésimas raíces de la unidad están da: 
das por la sucesión 


P, cc. 5%, 


en donde s es una raíz n-ésima primitiva de la unidad y los r, 
forman un sistema residual completo respecto al módulo n. 


Por ejemplo, si n = 4, entonces 16, —11, 30, 67 forman un sis- 
tema residual completo y todas las raíces cuartas de la unidad per- 
tenecen al conjunto ° = 1, 51M = i, i = —1, i = —i, en don- 
dei=y=L 

Definiremos, en seguida, un segundo tipo de sistema residual, 
llamado sistema residual reducido. 

El número de enteros positivos menores que o iguales a m y 
primos respecto de m, se denota por œ (m) para cualquier entero 
positivo m y se llama el indicador (totient) de m o función ¿ de 
m de Euler. Por eso, $ (m) es el número de enteros k del conjunto 


(u-22) 1,2,3,..,m —Lm 

tal que (k, m) = l; $ (2) = l, ọ (3) = 2, 9 (4) =2,9 (5) = 
4, $ (6) = 2, .... De lo anterior y de la definición de números 
primos entre si (Cap. 1-1), se obtiene $ (1) = 


Si (r, m) = l, entonces para cualquier entero k tenemos (r + 
km, m) = 1, es decir, todo elemento de [r] (mód. m) cs un nú- 
mero primo con respecto a m. Por consiguiente, una clase resi- 
dual [r] (mód. m) es prima respecto de m si y sólo si (r, m) = 
1. Utilizaremos estas relaciones para definir un sistema residual 
reducido. Un conjunto de números Ys, Te -.., Tim, En que cada 
uno de ellos pertenece a cada una de las clases residuales que son 
primas respecto de m, se llama un sistema residual reducido respec- 
to del módulo m. 

Este segundo tipo de sistema residual puede emplearse también 
en el estudio de Jas n-ésimas raíces de la unidad. Supongamos que 
s es una raíz n-ésima primitiva de la unidad, y consideremos que k 
sea tal que s” sea una raíz n-ésima primitiva de la unidad. Enton- 
ces (s'P = 1 para cualquier entero k, dado que s es una raíz n- 
ésima primitiva. Si (k, n) = d > 1l, entonces k = k,d, n == n,d, 
en donde n; < n y (S)! = (891 = (8191 = 1% = 1, es decir, 
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s* no es una raiz n-ésima primitiva si (k, n) = d > 1. Si (k, n) = 
1 y (s)” = 1, entonces km = 0 (mód. n); es decir, n | km y, según 
el Teorema 11-9, n | m, de donde s* es una raiz n-ésima primitiva 
de la unidad. Por consiguiente, s* es una raíz n-ésima primitiva 
de la unidad si y sólo si (k, n) = 1. Esto nos permite encontrar 
todas las raices n-ésimas primitivas dada una raíz n-ésima primitiva 
de la unidad. 


TEOREMA 1-17. Si s es una raíz nésima primitiva de la unidad, 
entonces todas las raices n-ésimas primitivas de la unidad per- 
tenecen al conjunto 

PAN A aS 


en donde las r forman un sistema residual reducido con respec- 
to al módulo n. 


Usaremos también los sistemas residuales reducidos en las de 
mostraciones del Teorema de Euler y del Teorema Simple de 
Fermat en la sección 10 de este Capítulo 1. 


EJERCICIOS 


1. Escribir los sistemas residuales completos con respecto a los siguientes 
módulos enteros: 4, 5, 9, 11 y 16. 

2. Escribir los sistemas residuales reducidos con respecto a los siguientes 
módulos enteros: 4, 5, 9, 11, 16, 31, 60, —70. 

3. Demostrar que los números —5, —2, 12, 26, 39, 53 forman un sistema 
residual completo respecto al módulo 6. 


4. Demostrar que m enteros consecutivos cualesquicra forman un sistema 
residual completo respecto al módulo m. 


5. Demostrar que si (d, m) = 1, entonces d, 2d, 3d, .... md forman un 
sistema residual completo respecto al módulo m 

6. Demostrar que a + fpa + Tp G + Tp -+ +» 47, es un sistema residual 
completo respecto al módulo m para cualquier entero a si Y, Y, Ty > >> + Ym €S UN 


sistema residual completo respecto al módulo m, 


7. Expresar un sistema residual completo respecto al módulo mn cn que 
(n, n) = 1 en función de sistemas residuales completos dados de m y ». 

8. Por medio del Algoritmo de la División demostrar que todo entero perte- 
nece, respecto al módulo m, a una y solo una de las clases residuales [0], [1), - . - 
[n — 1] (mód. m) en donde m 4 0 es un entero arbitrario. 
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9. Definir [a] + [9] = [a -+ 5] respecto al módulo m; fa} + [6] = [ab] con 
respecto al módulo m, y demostrar que estas definiciones son independientes de 
los clementos particulares a, b elegidos de las clases residuales [a], [b] respecto al 
módulo m. 


10. Demostrar que las clases residuales, módulo 5, forman un anillo. 

11. Demostrar que las clases residuales, módulo 6, forman un anillo. 

12. Demostrar que las clases residuales, módulo m para cualquier entero 
m y4 0 forman un anillo, 

13. Hustrar el concepto de divisores cero (Cap. 1-14) por medio de clases 
residuales respecto al módulo 6. 

14. Demostrar que las clases residuales, módulo 5, forman un campo. 


15. Demostrar que las clases residuales módulo p para cualquier número 
primo p forman un campo, 


Y- 10% EVALUACION DE 4 (m). Dado que 
todo entero positivo puede expresarse de una manera única 
como el producto de números primos (Teorema 11-8) evaluaremos 
primero la función œ para los números primos. Si m es un núme- 
ro primo, entonces todo número, excepto m, en la relación (11-22) 
es primo respecto de m y $ (m) = m —1. Si m = p°, en que p es 
un número primo, entonces en el conjunto 1, 2, 3, ..., p, p + 1, 
u 2p, 2p + 1 m 3P, = p°, sólo los números p, 2p, 3p, ..., (p"")p 
son divisibles por p. Por consiguiente, p* — p*t de los números son 
primos respecto de p (Teorema 11-5) y 


en = (1-2 


Demostraremos, en seguida, que si m = uv, en que (u, v) = 1, 
entonces ¿ (m) = $ (u) ẹ (v) y, en general, la función ¿4 de un pro- 
ducto de factores primos entre sí, es igual al producto de las fun- 
ciones ¿ de los factores. Esto puede demostrarse rápidamente te- 
niendo en cuenta que hay exactamente ¢ (m) raices m-ésimas pri- 
mitivas de la unidad y que todas las raíces m-ésimas de la unidad 
forman un grupo cíclico (Cap. 1-17). Se obtiene una demostración 
más larga, pero más elemental, escribiendo todos los enteros 1, 2, 
3, ..., uv en una ordenación rectangular, como sigue: 
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1 2 3 ena $ e El 

ul u+2 u+3 u+h Sis Ll 
2u--1 2u42 2445 --- 2u4h > 3u 
(ul (o—lyu42 (olup3 ... (0—ljuph cm 


Por ejemplo, si u = 5 y v = 3, se escribe: 


Cada hilera forma un sistema residual completo respecto al mô- 
dulo u. Cada columna forma parte de una sola clase residual 
(mód. u), es decir, todo elemento de la columna encabezada por 
el número h pertenece a [h] (mód. u). Siendo así, los elementos 
de la columna encabezada por h son primos respecto de u, si y 
sólo si (h, u) = 1. El número de columnas cuyos elementos son 
primos respecto de u es, por lo tanto, ¿(u). Demostraremos, en 
seguida, que en cada columna no hay dos elementos que pertenez- 
can a la misma clase residual respecto del módulo v. Considere- 
mos su -+- h y tu + h. Según el Algoritmo de la División, 


su h=que+t, 0S7,<v, 
tu+h=qu+r, 0<r<v. 


Supongamos que 7, = f, entonces (s — tju = (q. — q:)v. Puesto 
que (u, v) = 1 y u > 0, o bien q. = q, 0 bien v es divisor de s — t. 
Pero s < v, t < y y según el Ejercicio 3, Cap. 11- 1, se tiene $s = £, 
es decir, no hay dos elementos distintos de ninguna columna deter- 
minada que sean congruentes respecto al módulo v. Ya que hay 
v elementos en cada columna, cada columna constituye un sistema 
residual completo respecto al módulo v y contiene exactamente 
$ (v) elementos que son primos respecto de v. Por consiguiente, en 
cada una de las ¿ (u) columnas de elementos primos respecto de 
u, hay ¿ (v) elementos que también son primos respecto de v, es 
decir, hay ¢ (u) $ (v) elementos primos respecto de u y de v simul- 
táneamente y, por consiguiente respecto de uv (Teorema 1-9). En 
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otras palabras, $ (uv) = $ (u) $ (v). En general, si M,, My, Mx 
son k enteros positivos que son primos entre sí, entonces 


$ (mm, ma) = 6 (M5) $ (m3) +. $ (ma). 
De los dos últimos párrafos y del Teorema 1-8, resulta 


TEOREMA 11 - 18, Para cualquier entero positivo m = py" + py* 
«++ Pan, en que los p son números primos distintos, 


1 14 1 
A UE a) 
Por ejemplo: 9(15) = 1501 — $)(1 —- $) = 8 
o también (15) = $(3)ġ(5)=2-4=8. 
Tenemos también el 


TEOREMA 11-19. Dados enteros positivos m, n, d, tales que m = 
nd, el número de enteros k& m tal que (k, m) = d, es $ (n). 


Esto se demuestra fácilmente, ya que todo número 5% m = nd 
que tenga un divisor d es uno del conjunto d, 2d, 8d, td, 
(n -~ 1)d, nd y (td,m) = d o también (td,nd) = d si y sólo si 
(tn) = 1. Por consiguiente, el número de valores de t, tales que 
(td, m)¡= d es exactamente ¿ (n). 

El valor de $ (m) para cualquier entero positivo m puede encon- 
trarse por medio del Teorema 11 - 18. Para m < 10,000 estos valores 
se encuentran en un conjunto de tablas cuyo autor es J. W. L. 
Glaisher. 

El siguiente teorema proporciona una aplicación muy impor- 
tante de la función ¢ (ver Bibliografía N? 43; págs. 272-810). 


TEOREMA 11-20. TEOREMA DE EULER. Sim es un entero positivo 
y a es cualquier entero tal que (a, m) = 1, entonces a" == 1 
(mód. m). 


Si m es un número primo p, este teorema se convierte en el Teo- 
rema formulado con anterioridad, por Fermat. 

TEOREMA 11-21. TEOREMA SIMPLE DE FERMAT. Si p es un nú 

mero primo y p + a, entonces a™! = 1 (mód. p). 


El Teorema 11-21 se expresa con frecuencia en la forma a” == a 
(mód. p) que es válida para todos los enteros positivos a. 
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u-11 Congruencias lineales 

Una demostración del Teorema 1-20 y por lo tanto también 
del Teorema 1-21, supone un sistema residual reducido con res- 
pecto al módulo m, por ejemplo Ty, fe, .--, Yms Dado que por 
hipótesis (a, m) = 1, el conjunto de elementos a7,, a7, ..., Afim 
también constituye un sistema residual reducido respecto al módu- 
lo m. Por lo tanto, los elementos de los dos sistemas deben ser 
congruentes módulo m en pares (siguiendo alguna ordenación) y 
por medio de la aplicación repetida de la relación (u - 18), tenemos 


ATIT, A TN T/F... Tøm (Mód. m} 


Por definición de un sistema residual reducido (r, m) = 1, en que 
1=1,8,... $ (m). Siendo así, según el Teorema n - 15, podemos 
dividir ambos miembros de la ecuación anterior por 7,"y ... Trv 
y obtenemos a*%” == 1 (mód. m). Con esto se completa nuestra 
demostración del Teorema 1-20 y también del Teorema 11-21. 
En las dos últimas partes de este capítulo estudiaremos congruen- 
cias lineales y problemas diofánticos. 


EJERCICIOS 


1. Encontrar ¢ (12), 4(32), 9 (17). (81), (60). 

2. Demostrar que (n —1)! = 0 (mód. n), en donde n es cualquier número 
compuesto diferente de 4. 

3. Demostrar que (a -}- b)? = a” + b? (mód, p), en donde a y b son enteros 
cualesquiera y p es cualquier número primo, 

4. Verificar el Teorema de Euler para a = 7 y m = 12. 

5. Si (m, 10) = 1, demostrar que en la prueba para la divisibilidad por m 
de cualquier número suficientemente grande expresado en base 10, los múltiplos 
de los dígitos deben aparecer en conjuntos muy parecidos a los dígitos de un 
decimal periódico. Por ejemplo, 10% = 1 (mód. 11) y n = a, —a: + a — as +... 
(mód. 11), donde Jos múltiplos son el conjunto +1, —1 repetido hasta que se 
hayan considerado todos los dígitos del número dado. 

6. Si (m, 10) y4 1, hacer m = 25% y valiéndose del Ejercicio 3, Cap, 1-7, 
demostrar que para cualquier número m suficientemente grande, los múltiplos 
de los dígitos aparecen en conjuntos que se repiten después de haber considerado 
cierto número finito de dígitos. 


un-11* CONGRUENCIAS LINEALES. La 
aritmética se preocupa principalmente de números. En álgebra 
se introducen nuevos símbolos llamados variables (Cap. mı- 1). 
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Ahora nos apartaremos momentáneamente de la aritmética y vol- 
veremos al álgebra. Según la teoría de las ecuaciones, podemos 
considerar el problema de encontrar enteros x que satisfagan una 
congruencia de polinomios f(x) = 0 (mód. m). Si a es un entero 
tal que fía) = 0 (mód. m) y a = b (mód. m), entonces, según el 
Teorema 11 - 14, tenemos f(b) = 0 (mód. m) y existe un conjunto 
de enteros infinito numerable 


na $m, a + 2m, um, ... 


que satisface la congruencia f(x) = 0 (mód. m). Se habla de la clase 
residual completa [a] (mód. m) como la única solución de la con- 
gruencia de polinomios. De esta manera el número de soluciones 
de f(x) == 0 (mód. m) es el número de clases residuales [rs], [rs], 
-.-» [rx] (mód. m) tales que f(r.) = 0 (mód. m). Dado que existen 
exactamente m clases residuales distintas, cualquier congruencia 
de polinomios dada tiene máximo m soluciones respecto al mó: 
dulo m. 

En el anillo de los enteros, puede dividirse ambos miembros de 
la ecuación ax = b (Cap. 14-1) por a si y sólo si existe un entero 
c tal que ac = b. De manera análoga, la divisibilidad de ambos 
miembros de una congruencia respecto al módulo m por un entero 
se relaciona con la solución de una congruencia lineal ax == b 
(mód. m). Por consiguiente se buscan valores enteros de la variable 
x que satisfagan 


(1-23) ax = b (mód. m). 

Estudiaremos primero un caso especial de (u-28), La con- 
gruencia 
(H-24) ax = 1 (mód. m) 


es válida si y sólo si ax = l + km o si ax — km == 1 para algún 
entero k. Entonces, según el Teorema 11-12, ax = } (mód. m) si y 
sólo si (a,m) = 1. Por consiguiente, (1-24) tiene una solución 
única si y sólo si (a,m) = 1. Cuando (1-24) tiene una solución 
única [b] (mód. m) cualquier elemento de [b] se llama recíproco 
a“ de a con respecto al módulo m. En consecuencia, un entero a 
tiene un recíproco respecto al módulo m si y sólo si (a, m) = 1. Por 
ejemplo: 3 es recíproco de 2 con respecto al módulo 5; 4 es reci- 
proco de 2 con respecto al módulo 7, pero 2 no tiene recíproco 
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con respecto al módulo 6. Siempre se puede encontrar por medio 
del Teorema 1-12, un recíproco de n respecto al módulo de m, 
en caso de que exista, dado que si (n, m) = 1 existen enteros A y B 
tales que Am -++ Bn = 1, y B es el recíproco de n con respecto al 
módulo m. 

Consideraremos ahora la congruencia (1-23). Si (a,m) = 1, 
entonces a tiene un recíproco a”, y podemos escribir a“ax = ab 
(mód. m), x = «ab (mód. m). De esta manera (11-23) tiene una 
solución si (a, m) = 1. En general, si (a, m) | b, se hace (a, m) = d; 
a = ad; m = md; y b = bd. Luego (am,) = 1 y ax = b, (mód. 
ms) tiene una solución x == a;”b, (mód. m,), es decir, ax = b, + 
km, para algún entero k. De esta ecuación obtenemos adx = b,d 
+ kmd, o ax = b + km, de donde (n -23) tiene una solución 
si (a, m) | b. A la inversa, si ax = b (mód. m) tiene una solución 
[r] (mód.m), entonces ar = b + km para algún entero k, de 
donde ar — km = b y (a, m)|b. Es así como ax = b (mód. m) tie- 
ne siempre solución si (a,m) = 1 y en general, tenemos el 


TEOREMA 11-22. La congruencia ax = b (mód. m) tiene solu- 
ción si y sólo si d = (a, m) es divisor de b. 


Por ejemplo, 2x = 1 (mód. 6) y 3x = 5 (mód. 6) no tiene solucio- 
nes; 2x == 1 (mód. 5) y 3x = 9 (mód. 6) tienen solución, 

Si ax = b (mód. m), y ay == b (mód. m), entonces ax = ay (mód. 
1n), y también ax = ay + km. Como anteriormente, sea d = (a, m); 
a = day, m = dm,. Entonces a(x — y) = km, y x == y (mód. my). 
De aquí que dos soluciones cualesquiera de (11 - 23) sean congruentes 
con respecto al módulo »,. Si {x} (mód. m) es una solución de (11-23), 
entonces, valiéndonos de b = db,, tenemos adx = bd + kdm, de 
donde ax = b, + km, es decir, cualquiera solución de (1-23) es 
una solución de ax == b, (mód. m,). Según el Teorema 11-22, 
ax == b, (mód. m,) tiene una solución [x,] (mód. m,) que, según 
la demostración anterior, es única, Por consiguiente, todas las solu- 
ciones de (1-23) pertenecen a [x,] (mód. m;), es decir, al conjunto. 


Xote E Mp Xp E Mpoo ¿Xp HE AM, oa 


Dado que x, + dm, = x, (mód. m), hay exactamente d soluciones 
(mód. m), a saber [xo], [xe + Ms), -.., [xo -+ (d — 1)m] (mód. m). 
Por eso tenemos el 
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TEOREMA 11-23, Si ax b (mód. m) tiene una solución, en- 
tonces hay una solución única (mód. mjd) en donde (a, m) = 
d, y d soluciones (mód. m). 


Por ejemplo, 6x == 9 (mód. 15) tiene una sola solución [4] (mód. 
5) y tres soluciones [4], [9], [14] (mód. 15) en donde d = (6,15) 


Resultados análogos al anterior pueden obtenerse para con- 
gruencias simultáneas respecto de varios módulos (ver Bibliografía 
N? 43; págs. 240-249). En particular el Teorema Chino de los Res- 
tos se presta para muchos problemas interesantes. (Si los enteros 
My Mi, ..., M, son primos por pares, existen enteros x para los 
cuales simultáneamente x = 2, (mód. my); x == az (mód. mo)... 
x = 4, (mód. m,)]. Sin embargo, en un tratado breve como el pre- 
sente, deben suprimirse muchos detalles. Por este motivo, conside- 
ramos que hemos cumplido con nuestra finalidad de presentar 
conceptos básicos de congruencias lineales y dejamos que el lector 
prosiga el estudio de algunas interesantes aplicaciones, como la men- 
cionada anteriormente, en textos dedicados enteramente a la teoría 
de los números. 


EJERCICIOS 


1. Demostrar que la factorización no cs necesariamente única (mód. m) cuan- 
do m no es un número primo, mostrando dos factorizaciones distintas de x* — 1 
con respecto al módulo 15. 

2. Resolver las congruencias: 

a) xt — 6x +5 = 0 (mód. 4); 
b) x! + 2x4 4x + 3 = O (mòd. 5). 

3. ¿Cuántas soluciones tiene la congruencia x” = x (toód. 17)? 

4. Resolver la congruencia x” + 2x* 4 8x! + x + 3 = 0 (mód. 5). 

5. Encontrar el reciproco de 7 (mód. 13), de 5 (mód. 39) y de 12 (mód. 49). 

6. Resolver cuando sea posible: 

a) 4x = 1 (mód. 5); 

b) 4x = 1 (mód. 6); 

cy 6x = 39 (mód. 15); 

d) 6x = 59 (mód. 34); 

e) 1250x = 1725 (mód. 2000). 

7. Encontrar todas las soluciones de las siguientes congruencias: 

a) 4x = 6 (mód. 10); 

b) 10x = 8 (mód. 16). 
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8. Demostrar el Teorema de Wilson: (p — 1)! = — 1 (mód. p), para cual 
quier número primo p. 

9. Demostrar que dos congruencias x = a (mod. m) y x = b (mód. n) tienen 
una solución común si y sólo si a = b (mód. s} , en donde s = (m, n). (Ver Biblio- 
grafía N? 43; págs. 241-242) . Proponer un método para encontrar la solución en 
caso de que exista. 


u-12* PROBLEMAS DIOFANTICOS. Ter 
minaremos nuestro breve estudio de la teoría de los números, citan- 
do dos famosos problemas. El primero se refiere a las soluciones 
enteras de la ecuación de Pitágoras a 4 b* = c; el segundo se 
conoce con el nombre de Ultimo Teorema de Fermat. Ambos pro- 
blemas se refieren a soluciones enteras y pueden llamarse problemas 
diofánticos, es decir, problemas algebraicos en los que se piden 
soluciones racionales. Estos problemas se incluyen en la mayoría 
de los textos sobre teoría de los números, por ejemplo en (Biblio- 
grafía N? 43; págs. 165-208) y (Bibliografía N? 50; págs. 37-67 y 
388-428) . 

La ecuación pitagórica es una expresión algebraica del teorema 
de Pitágoras que dice que en un triángulo rectángulo la suma de 
los cuadrados cuyos lados son iguales a los catetos es igual al cua- 
drado cuyo lado tiene la misma longitud que la hipotenusa, El 
problema de encontrar todas las soluciones enteras de la ecuación 
pitagórica, se convierte precisamente en el problema de encontrar 
todos los triángulos rectángulos cuyos lados tengan longitudes 
enteras. La solución particular a = 3, b = 4, c = 5, junto con 
a = 5, b = 12, c = 13 y con a = 8, b = 15, c = 17, era conocida 
por los escritores chinos, hindúes y egipcios de la antigüedad. Los 
griegos atribuyen a Pitágoras una solución algo más general 


(1-25) a= 2n + l, b = 2n’ + 2n, c = 21" + 2n +1, 


donde n es cualquier entero. 

Podemos verificar fácilmente, por sustitución, que (11 - 25) es una 
solución para cualquier entero n. Sin embargo, la relación b -+ 1 
= c que debe ser válida para todas las soluciones que se obtienen 
de (11-25), no necesita ser válida para todas las soluciones de la 
ecuación pitagórica, Por ejemplo, a = 8, b = 15, c = 17 es una 
solución que no se puede obtener de (1-25). Muchas otras solu- 
ciones como ésta resultan del hecho de que si a, b, c es una solu- 
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ción de la ecuación pitagórica, entonces da, db, de es también 
una solución para cualquier entero d. De aquí que (1-25) no 
proporcione todas las soluciones de la ecuación pitagórica o aún 
todas las soluciones tales que a, b y c sean primos entre sí, es decir, 
sean soluciones primitivas. Todas las soluciones primitivas de la 
ecuación pitagórica se dan en las fórmulas. (Ver Bibliogr. N? 50; 
pág. 40). 

(11-26) a =r — s, b = 2s, c=r +8, 


en donde (r,s) = 1,0 < $ < T, r £s (mód. 2). 
El otro problema que mencionaremos ha sido un constante 
desafío para los matemáticos por más de trescientos años. 


TEOREMA 1-24, ULTIMO TEOREMA DE FERMAT. Sin es un ente- 
ro mayor que È, no existen enteros x, y, 2, tales que x" + y" = 
z", siendo xyz 7 0. 


Fermat concibió este teorema como una extensión de la ecuación 
pitagórica (ver Bibliografía N? 43; págs. 203-207) y señaló que 
tenía “una demostración verdaderamente maravillosa” de él, pero 
nunca formuló la demostración, Aun cuando se han ofrecido im- 
portantes premios por una demostración y aunque el teorema ha 
sido probado para todos los n < 617, aún no se ha hallado una 
demostración general. 

H. S. Vandiver hizo en 1946, una síntesis de todo lo relacionado 
con este teorema hasta esa fecha. (Ver Bibliografía N9 51). 

En todo este capítulo hemos considerado las propiedades del 
anillo de los enteros. La divisibilidad y el' Algoritmo de la División 
se utilizaron en el estudio de los números primos, de la factoriza- 
ción única, y en el Algoritmo de Euclides. Se ha examinado también 
la representación de números en diversas bases. En la notación de- 
cimal se vio que todo número racional puede representarse en for- 
ma de decimal periódico y a la inversa. Se utilizó el concepto de una 
congruencia con respecto a un módulo entero m para veriticar va- 
rios métodos corrientes de comprobar la divisibilidad y los cálculos 
aritméticos. También se empleó este concepto para subdividir el 
conjunto de enteros en clases residuales o de congruencia. El con- 
cepto de clase residual nos llevó a aquél de un sistema residual 
completo respecto al módulo m que comprende exactamente un 
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elemento de cada clase. Se descubrió en seguida que en cualquier 
sistema residual completo con respecto al módulo m, los elementos 
primos respecto de m constituían un sistema residual reducido res- 
pecto al módulo m. Dada una raíz m-ésima primitiva de la unidad, 
se obtuvieron todas las raíces m-ésimas por medio de cualquier 
sistema residual completo respecto al módulo m, y todas las m-ési- 
mas raices primitivas por medio de cualquier sistema residual 
reducido respecto al módulo m. Las propiedades de un sistema resi- 
dual reducido sirvieron para demostrar dos teoremas clásicos en 
la teoría de los números, el Teorema de Euler y el Teorema Sim- 
ple de Fermat. Finalmente, nos hemos referido de modo breve a las 
congruencias lineales y a los problemas diofánticos. Nuestro pro- 
pósito ha sido principalmente presentar unos cuantos conceptos 
fundamentales y de este modo ofrecer en particular una mejor inter- 
pretación de las propiedades y comportamiento de los enteros 
a los lectores que no tengan la oportunidad de emprender un 
curso completo en este aspecto de las matemáticas. En el capítulo 
siguiente volveremos a considerar muchas de las propiedades del 
anillo de los enteros como propiedades de un anillo de polinomios. 


EJERCICIOS 


L. Demostrar que todas las soluciones primitivas de la ecuación pitagórica 
están dadas por las relaciones (11-26). (Ver Bibliografía N? 50; págs. 38-40). 

2. Hacer una lista de los veinte triángulos rectángulos que es posible obtener 
con los tres lados de longitudes enteras y el mayor de una longitud que no so- 
brepase las cincuenta unidades. 

8. En una clase de 12 niños tienen b manzanas por cada niño para el almuer- 
20. En otra clase de 8 niños tienen e naranjas por niño. Encontrar dos pares 
posibles de valores de b y c, tales que los niños de las dos clases puedan hacer un 
intercambio de las frutas y distribuirlas equitativamente. ¿Cuáles son los valores 
positivos menores posibles de b y c? Proponer una solución completa del problema 
utilizando clases de congruencia. 

4. Discutir la obra y métodos de Diofanto de Alejandría. 
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CAPITULO III 


Teoría de los polinomios 


En el Capítulo 1 hemos definido los números racionales, algebrai- 
cos, trascendentes y reales, valiéndonos de los números enteros 
positivos. En el Capítulo 1 se han examinado las propiedades del 
anillo de los enteros. En este capítulo nos serviremos de un anillo 
de polinomios en una variable para definir funciones racionales, 
algebraicas, trascendentes y analíticas. Se tratará la divisibilidad, 
el Algoritmo de la División, el Algoritmo de Euclides y las propie- 
dades en el anillo de los polinomios que corresponden a los nú- 
meros primos, bases y congruencias en el anillo de los números. 
Nuestro propósito es triple: comprender las propiedades básicas 
de los polinomios; examinar las relaciones entre los polinomios y 
otras funciones ordinarias; e introducir unos cuantos conceptos 
que necesitaremos en el estudio de la teoría de las ecuaciones en 
el Capítulo 1v. 


DI-1 POLINOMIOS. En los primeros dos capítulos 
nos hemos preocupado principalmente de los números: los nú- 
meros enteros, racionales, los números reales, los números comple- 
jos. Ahora, presentaremos un nuevo conjunto de símbolos x, y, t, 
+... y consideraremos la igualdad, la adición, la sustracción, la 
multiplicación y la división en el conjunto total compuesto de los 
nuevos símbolos y de los números complejos. Los nuevos símbolos 
pueden considerarse sencillamente como símbolos sin atribuirles 
conjuntos de valores o suponerles relaciones. En este caso se llaman 
indeterminadas. Los nuevos símbolos pueden ser considerados tam- 
bién como variables que adquieren valores de un subconjunto del 
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conjunto de los números complejos, Frecuentemente llamaremos 
variables a los símbolos, aun cuando mencionemos a veces propie- 
dades correspondientes a las indeterminadas. Una gran parte de la 
teoría que se estudia en este capítulo se referirá a las variables e 
indeterminadas. 

Dada cualquiera indeterminada x, definiremos el símbolo x" en 
que n es cualquier entero positivo, como el producto de n factores 
x, x’ z= 1, xx" = 1, y (x) = x. Definiciones análogas son válidas 
para cualquier variable x, con la excepción de que x’ y x” son 
indefinidas cuando x = 0. La adición y la multiplicación de los 
nuevos símbolos y de los números complejos son, por definición, 
únicas, conmutativas, asociativas y satisfacen las leyes de distribu- 
tividad. Por eso ax + bx = (a + b)x y (ax)(bx) = abx’, siendo 
a, b números complejos cualesquiera. 

El producto de cualquier conjunto de números complejos y de 
los nuevos símbolos se llama un monomio. Por ejemplo, 15, x, 2x, 
Bx'y't, y 3Y/2xy son monomios. La suma de dos monomios se llama 
binomio. Una suma de tres monomios se llama trinomio y en ge- 
neral, una suma de uno o más monomios se denomina polinomio. 

Un monomio de la forma bx”, en donde m es un entero no 
negativo y b es un número complejo, se llama un monomio en x 
con coeficiente b y, cuando b 4 0, de grado m. Cualquier número 
complejo b es por sí mismo un monomio. El monomio 0 no tiene 
grado. Cuando b 4 0, el monomio b = bx’ tiene grado 0. 

Un polinomio de la forma 


(1-1) ATL a R > ik > y 


en donde los a, son números complejos y a, 54 0, se llama un poli- 
nomio de grado m en x. Los a, se llaman los coeficientes del po- 
línomio. El coeficiente a, distinto de cero con que comienza el 
polinomio se llama el coeficiente inicial. Dado que las indetermi- 
nadas no tienen valores numéricos, dos polinomios en una inde- 
terminada x son iguales si y sólo si los coeficientes de las potencias 
correspondientes de x son iguales. Así, para una indeterminada x, 
la ecuación 


arq br o=x +2 


implica que a = 0, b = 1, y c = 2. Dos polinomios en una varia- 
ble x pueden ser iguales para cualquier número entero no negativo 


31361 


m-2 Anillos de polinomios 
de valores de la variable x. Por consiguiente, la ecuación x* — 2x 
— $ =0 implica que x = 3 0 x = —], para una variable x. 

El grado de un polinomio depende de la variable que se consi- 
dere. Por ejemplo, 3xy" es de grado dos en x con coeficiente 3y" 
y de grado cinco en y con coeficiente 3x’, El polinomio 10x* puede 
ser considerado como un polinomio de grado seis en x con coefi- 
ciente 10, o como un polinomio de grado dos en 2x3 con coefi- 


ciente , o como un polinomio de grado doce en yx con 


coeficiente 10 y de muchas otras maneras más. Emplearemos la 
notación p(x) para indicar un polinomio en x, y p(V2x) para indi- 
car un polinomio en y2x. 


EJERCICIOS 


1. Haga una lista de cinco polinomios en x. 

2. Indique el coeficiente inicial y el grado de cada uno de los polinomios 
del Ejercicio 1. 

3. Hallar el coeficiente para los casos en que 36x" es considerado un poli- 
nomio en: 


a) n d) 3%, 
b) 2x, e) © c decir, y en que y! = x, 
9v, (0) Y/2X, es decir, y en que y! = 2x. 


4. Indicar el grado del polinomio en cada caso del Ejercicio 3. 

5. Escribir 8x* + 12x? — 10x -+ 7 en forma de polinomio en (a) 2x, y 
b) YE , 

6. Dados dos polinomios p(x) y q(x) de grados m y n respectivamente, cuyos 
coeficientes sean números complejos, demostrar que el producto de los dos poli- 
nomios tiene grado m + n. 

7. Repetir el Ejercicio 6 para el producto de un número finito cualquiera 
de polinomios de grados m,. 


n1-2 ANILLOS DE POLINOMIOS. Todo 
polinomio (Cap. u1r-1) consiste en una variable x y un conjunto 
de coeficientes a, a ..., âm combinados por medio de las opera- 
cionescdel anillo: adición, sustracción y multiplicación. Los poli- 
nomios en una sola variable x se suelen clasificar de acuerdo con 
sus coeficientes. Por eso hablaremos de polinomios en x, con coefi- 
cientes enteros, polinomios en x con coeficientes racionales, con 
coeficientes reales, y con coeficientes complejos. Estos conjuntos de 
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polinomios se llaman a veces, respectivamente, polinomios enteros, 
polinomios racionales, polinomios reales y polinomios complejos 
en x. Cada conjunto tiene a los conjuntos precedentes como sub- 
conjuntos. La suma de dos polinomios con coeficientes enteros es 
un polinomio con coeficientes enteros. Se pueden hacer afirmacio- 
nes análogas con respecto al producto y a la diferencia, En conse- 
cuencia, los polinomios en x con coeficientes enteros forman un 
anillo. En general, dado un anillo T de números, el conjunto 
de polinomios en x con coeficientes pertenecientes al conjunto de 
números T forma un anillo de polinomios. Este anillo de polino- 
mios es un dominio de integridad (ver Bibliografía N? 34, págs. 33- 
34), si y sólo si T es un dominio de integridad tal como se ha 
definido en la introducción al Capítulo n. 

Cuando los coeficientes de un conjunto de polinomios pueden 
ser elementos cualesquiera de un campo o sistema de números 
(Cap. 1-14) es posible (Cap. m1-5) aplicar el Algoritmo de la 
División (Cap. 4-2) al anillo de polinomios. Al efecto, en este 
capítulo nos ocuparemos principalmente de anillos de polinomios 
en los cuales los coeficientes pueden ser elementos arbitrarios, de un 
campo tal comò el sistema de los números racionales, el sistema de 
los números reales, o el sistema de los números complejos, 

Los polinomios de diversas variables pueden definirse como 
formados por un conjunto finito de variables y un conjunto de 
coeficientes, combinados mediante un conjunto finito de operacio- 
nes de anillo, Aun cuando frecuentemente estimemos conveniente 
estudiar polinomios en una sola variable, muchas de nuestras ase- 
yeraciones se aplicarán igualmente a polinomios de varias varia- 
bles. La excepción más importante es el Algoritmo de la División 
(Cap. 1-5) y sus numerosas aplicaciones. De aquí en adelante 
consideraremos polinomios en una sola variable con números rea- 
les cualesquiera por coeficientes, excepto cuando se especifique 
expresamente de otra manera, 


EJERCICIOS 


1. Describir cinco anillos de polinomios que scan diferentes. 

2. Describir cinco dominios de integridad de polinomios que sean diferentes 
(Ver Ejercicio 9, Cap. 1-1) . 

3. Describir dos anillos de polinomios que no sean dominios de integridad. 


11384 


mx -3 Funciones racionales 

1-3 FUNCIONES RACIONALES. Enel 
Capítulo 1 se fue extendiendo gradualmente el conjunto de enteros 
positivos hacia el conjunto de los números racionales, hacia los 
números reales y los números complejos. En este capítulo conside- 
raremos ampliaciones del conjunto de los polinomios en el conjun- 
to de las funciones racionales (que corresponden a los números 
racionales) y respecto de las funciones analíticas (Cap. u- 16) 
(que corresponden a los números reales). 

Un número racional (Cap. 1-8) puede definirse como el cuo- 
ciente expreso entre dos enteros ajb, en que b 3% 0. Una función 
racional de una indeterminada x puede definirse como el cuocien- 
te expreso de dos polinomios f(x)/d(x), en que d(x) no sea idéntico 
a 0, Análogamente, si f(x) y d(x) son polinomios en una variable x, 
entonces el cuociente expreso f(x)/d(x) se Mama función racional 
de la variable x y se define para todos los valores de x tales que 
d(x) 4 0. Para d(x) = 0 es indefinida, dado que la división por 
cero es indefinida. Por ejemplo, x* + x + 1 es diferente de cero 
para todos los valores reales de x, y asimismo la función racional 
(2x! — x + 1)/(0 + x + 1) está definida para todos los valores 
reales de x. La función racional (x* — 1)/(x — 2) está definida 
cuando x és una indeterminada o cuando la variable x tiene un 
valor diferente de 2. 

Se pueden expresar, además, varios de los conceptos precedentes 
usando la terminología del Capítulo 1- 18. El anillo de los enteros 
7 tiene al campo de los números racionales R como su campo de 
cuocientes. Cuando el símbolo x se adjunta al campo R se obtiene 
el anillo R[x] de polinomios en x con coeficientes racionales. El 
campo de cuocientes de R[x] es R(x), o sea, el campo de las funcio- 
nes racionales en x. En general, si T es cualquier dominio de inte- 
gridad, entonces T[x] es el anillo de polinomios en x con coeficien- 
tes pertenecientes a T, y T(x) designa el campo de cuocientes de 
Tix]. Este concepto es importante para nosotros porque considera- 
remos a veces un polinomio en x y en y, tal como 


Bxy Y 4x — Y 5, 


como un polinomio en x con coeficientes que son polinomios en 
y, es decir, cualquier polinomio p(x,y) perteneciente a R[x,y] 
puede considerarse como un polinomio p(x) perteneciente a 7([x] 
en donde T = Ry]. 
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EJERCICIOS 


Indicar en cada ejercicio los valores de la variable real x para la cual está 
definida* la función racional y = f(x)/d(x): 


1.32 +2y=1 4. 14+2%y=y-5 

1543 _ PAL 
2 y= AR UTE 
3.19 =5 


II-4 DIVISIBILIDAD. Comenzaremos en seguida 
un estudio del anillo de polinomios que es muy análogo al estudio 
ya realizado del anillo de los enteros en el Cap. 11. Se formulará 
nuevamente la mayoría de las definiciones y teoremas del Capítulo 
11, pero esta vez aplicados a los polinomios. Este desarrollo para- 
lelo va a contribuir 2 darle una mayor significación al presente 
estudio y a la teoría de los números. 

Un polinomio d(x) es divisor de un polinomio f(x) si y sólo si 
existe un polinomio q(x) tal que f(x) = d(x) - q(x) para todos 
los valores de x. Por ejemplo, x — 1 es divisor de x’ — l; x es 
divisor de 2x; 2x — 2 es divisor de 3x* — 3 en el anillo de polino- 
mios con coeficientes racionales, pero no es divisor de 3x* — 3 en 
el anillo de polinomios con coeficientes enteros, ya que el cuo- 
ciente q(x), en este caso, no tiene coeficientes enteros. La frase 
“para todos los valores de x” se empleará en este texto para indicar 
que una relación es válida para todos los valores de la variable x 
para los cuales las expresiones de la relación están definidas. Si el 
conjunto de números al cual pertenecen los coeficientes es infinito, 
esta frase señala también que la relación es válida para cualquiera 
indeterminada x (ver Bibliografía N9 7, pág. 82). Las ecuaciones 
que se verifican para indeterminadas suelen llamarse identidades, 

El Teorema 1-1] puede enunciarse, ahora, para los polinomios 
f(x), g(*), d(x) como sigue: Si d(x) es divisor de f(x) y f(x) es divisor 
de g(x), entonces d(x) es divisor de g(x). Si d(x) es divisor de f(x) y 
d(x) es divisor de g(x), entonces d(x) es divisor de f(x) + g(x) y de 
K(x) — g(x). La demostración de este teorema es exactamente aná: 
loga a aquella dada para el Teorema 1-1 (Ejercicio 9). 


*Los ceros de un polinomio de segundo grado se tratan en el Cap. 1-5. 
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1-4 Divisibiidad 

Si el conjunto de coeficientes posibles (es decir, el conjunto de 
números de entre los cuales se pueden elegir los coeficientes de los 
polinomios en consideración) forma un sistema de números o un 
campo, los únicos polinomios que son divisores de todos los poli- 
nomios son las constantes diferentes de cero, es decir, los polinomios 
de grado cero. En consecuencia, las constantes diferentes de cero 
son las unidades para el anillo de los polinomios. Sin embargo, só- 
lo + 1 es la unidad, o sea el elemento de identidad para la mul- 
tiplicación. 

En la teoría de los números (Teorema 1-8) hemos considera- 
do a cualquier entero diferente de cero como el producto de una 
unidad y un entero positivo. En la teoría de los polinomios defi- 
niremos un polinomio con coeficiente inicial + 1 como un poli- 
nomio primitivo. Luego, suponiendo que el conjunto de coeficien- 
tes posibles forma un sistema de números, cualquier polinomio 
(u1- 1) excepto la constante 0, puede expresarse como el producto 
de una unidad y un polinomio primitivo. Por ejemplo, 2x* — 2 
=2(x* — 1) y 3x4 2 =%x + 3). El último ejemplo ilustra la 
necesidad de suponer que el conjunto de coeficientes posibles for- 
ma un sistema de números, de modo que sea posible la división 
por el coeficiente inicial del polinomio. 

En la definición siguiente del máximo común divisor entre dos 
polinomios resulta evidente la correspondencia entre polinomios 
primitivos y los enteros positivos. Cualquier polinomio d(x) que 
sea divisor de f(x) y de g(x) es divisor común de f(x) y g(x). Si 
d(x) es un polinomio primitivo y todo divisor común de f(x) y de 
g(x) es también divisor de d(x), entonces d(x) es el máximo común 
divisor de f(x) y g(x). De la misma manera las definiciones de co- 
mún múltiplo, mínimo común múltiplo, y primos entre sí, son 
exactamente análogas (Ejercicio 10) a aquellas dadas para los en- 
teros (Cap, 1-1). En la teoría de los polinomios, 2x y 2x* — 2 
son primos entre sí, dado que su máximo común divisor es una 
unidad. 

Dos enteros tienen el mismo valor absoluto o valor numérico 
si cada uno de ellos puede expresarse como el producto del otro 
por una unidad. Dos polinomios se llaman asociados si cada uno 
de ellos puede expresarse como el producto del otro por una uni- 
dad, es decir, f(x) y g(x) son asociados si f(x)|g(x) y g(x)1K(x) Por 
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ejemplo, x — 2, 5x — 10, 7x — 14, y x/2 — 1, son todos asociados 
si sus coeficientes son racionales. 

Cuando el conjunto de coeficientes posibles forma un sistema 
de números, todo polinomio f(x), excepto la constante cero, tiene 
un polinomio primitivo asociado único. Las unidades que se de- 
finieron anteriormente son precisamente las asociadas de la uni- 
dad. Se dice que dos polinomios que no son asociados son inde- 
pendientes. 


EJERCICIOS 


1. ¿Forma un anillo el conjunto de polinomios de grado par en x? ¿Forma un 
anillo el conjunto de polinomios en x’? ¿Forma alguno de estos conjuntos también 
un dominio de integridad? 

2 Escriba tres polinomios y en scguida exprese cada uno de ellos como el 
producto de una unidad y un polinomio primitivo. 

3. ¿Puede expresarse todo polinomio de un anillo cualquiera de polinomios 
como el producto de una unidad y un polinomio primitivo. Dar ejemplos. 

4. Repetir el Ejercicio 3 para un dominio de integridad cualquicra. 

5. Repetir el Ejercicio 3 para polinomios con coeficientes pertenecientes a 
un campo cualquiera. 

6. Proponer tres asociados de x* — x* 4 x — 5. 

7. Proponer dos polinomios independientes que tengan un divisor común 
—-2 

8. Proponer dos polinomios que sean asociados si el conjunto de coeficientes 
posibles es el conjunto de Jos números reales, pero que no sean asociados cuando 
el conjunto de coeficientes posibles es el anillo de los enteros. 

9. Demostrar el Teorema 11-1 para polinomios en x con coeficientes- complejos. 

10. Definir comun múltiplo, minimo comin múltiplo, y primos entre sí 
para polinomios en x. 


1-5 EL ALGORITMO DE LA DIVI- 
SION. En el Capítulo 1-2 el Algoritmo de la División se 
enunció para los enteros como sigue: si a y b son dos enteros po- 
sitivos cualesquiera, existen enteros q y r, 035 q,0<r < a, tales 
que b = qa + r. En la teoría de los polinomios, la condición de» 
que los enteros sean positivos puede ser reemplazada por la con- 
dición de que los polínomios sean polinomios primitivos. En este 
caso tendríamos: si p(x) y q(x) son los dos polinomios primitivos 
cualesquiera, existen polinomios s(x) y r(x) tales que p(x) = 
s(x) - q(x) + r(x) para todos los valores de x, y o bien r(x) es 
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idéntico a cero o el grado de r(x) es menor que el de q(x). Por 
ejemplo, si p(x) = x* — 5x + 6 y q(x) = x — 3, entonces s(x) == 
x — 2 y y(x) = 0; si p(x) = x — 2x* + 7x — 5 y q(x) = x — 
x + 1, entonces s(x) = x — 1 y r(x) = 5x — 4. Esta forma del 
Algoritmo de la División puede demostrarse fácilmente, pero no 
es la forma más útil del teorema. Una de las desventajas es que 
aun cuando r(x) no sea idéntico a cero, no es necesariamente un 
polinomio primitivo. Por ejemplo, r(x) = 5x — 4 en el ejemplo 
anterior. 

Es costumbre reemplazar la condición de que los polimonios 
p(x) y q(x) sean polinomios primitivos por una suposición, como 
en la discusión de los polinomios primitivos (Cap. m-4): la su- 
posición de que el conjunto de coeficientes posibles formen un 
campo tal como el sistema de números racionales, reales o com- 
plejos. Según esta suposición, el Algoritmo de la División puede 
enunciarse como sigue para polinomios en una variable: 


TEOREMA 11-1. Si p(x) y q(x) son dos polinomios cualesquiera 
con coeficientes pertenecientes a un campo, existen entonces 
polinomios s(x) y r(x) tales que p(x) = s(x) > q(x) + (x) para 
todos los valores de x, y o bien t(x) es idéntico a cero o el gra- 
do de r(x) es menor que el de q(x). 


La demostración del Teorema 1-1 corresponde en principio 
a la “demostración” sucinta del Algoritmo de la División del Ca- 
pítulo 1-2, dado que ahora se han determinado las propiedades 
de nuestro sistema de números. Los pormenores de la demostra- 
ción se dejan como ejercicio para el lector. La necesidad de su- 
poner que el conjunto de coeficientes posibles forma un campo 
es evidente, como se muestra en el ejemplo siguiente: si p(x) = x° 
— 2x + 3x* + 1 y q(x) = 2x* + 3x + 1, entonces tenemos 
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De este modo el Teorema 1-1 comprende sólo las operacio- 
nes del anillo para x, pero las cuatro operaciones racionales para 
los coeficientes. 

Puede verificarse fácilmente que el Algoritmo de la División 
no se pueda hacer extensivo inmediatamente a polinomios de dos 
o más variables, Dados dos polinomios p(x,)) y 4(X,)), buscaremos 
polinomios (x;y) y r(x,y) tales que 


(ue -2) P(x) = (xy) > (xy) + Axy) 

para todos los valores de x e y, y tales que r(x,y) sea o bien idén- 
tico a cero o tenga un grado menor que q(x,y). En particular, para 
p(xy) = x, y para q(x) = y, buscaremos polinomios s(x,y) y 
yxy) tales que 

Qu- 3) x=)" xy) + (xp) 

para todos los valores de x e y, es decir, tales que (11-3) sea una 
identidad (Cap. 1-4). Ya que g(x,y) = y tiene grado uno, r(x,y) 
debe ser una constante. Dado que el grado del miembro de la de- 
recha de la identidad (11-33) no puede exceder el grado del miem- 
bro de la izquierda, s(x) debe ser también una constante. Asimis- 
mo buscaremos constantes m y b tales que x = my +b para todos 
los valores de x e y. Puesto que (Cap. 1-1) no existen constantes 
m y b que satisfagan estas condiciones, no es posible encontrar po- 
linomios s(x,») y r(x,y) que satisfagan la identidad (1-3). De es- 
te modo, excepto para casos especiales, no es posible encontrar po- 
linomios s(x,y) y 1(x,y) que satisfagan (m - 2). Por lo tanto, el Teos 
rema m-l debe alterarse antes de que pueda aplicarse a polino- 
mios de dos o más variables. Por ejemplo (ur-3) puede escri- 
birse en la forma x = 1 + y + (x — y), en donde 1(x,)) = x — y 
tiene el mismo grado que y = q(x,y) En el Capítulo 11 -7 se con- 
sidera una modificación más útil de este teorema, 

Lo mismo que en la teoría de los números, el Algoritmo de la 
División para polinomios sirve como base para el Algoritmo de 
Euclides para polinomios (Cap. m-7). En vista de las dificulta- 
des experimentadas con polinomios de dos variables, es de espe- 
rar que sea necesaria alguna modificación del Algoritmo de Eu- 
clides cuando se consideren polinomios de dos o más variables. 

Aplicaremos el Algoritmo de la División a polinomios en una 
variable al calcular el máximo común divisor de dos polinomios 
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(Cap. nr-7); al expresar un polinomio p(x) en la forma q(bx + 
d) (Cap. 1-8); al determinar el número exacto de raíces reales 
distintas de una ecuación polinomia con coeficientes reales (Cap, 
1-12) y al determinar las raíces múltiples de una ecuación poli- 
nomia con coeficientes complejos (reales o imaginarios) (Cap. 
w-13). 


EJERCICIOS 


Determinar s(x) y r(x) según el Teorema nel para cada uno de los siguien- 
tes pares de polinomios. 


1. plz) =4—-32+4, q = z = 2. 

2. pla) = 22t = 3r +4, , glr) = 3% — 2. 

3. p(1) = 9502472411, (tz 
4. p(z) = +32 204201, qlo) = 2a? 2o + 5. 
5. ple) = (1 = V2at + (1 + V2)2? + V2, 


gla) = G + Vie 4 (2 V). 


H-6 POLINOMIOS IRREDUCIBLES. 
En el Cap. 11-3 se clasificaron los enteros de acuerdo con los en- 
teros de los cuales eran divisores, o de acuerdo con los enteros 
por los cuales eran divisibles. Se encontró que todos los enteros 
pertenecen a una de las cuatro clases: cero, unidades, números 
primos y números compuestos. Análogamente encontraremos que 
todos los polinomios pertenecen a una de las cuatro clases: cero, 
unidades, polinomios irreducibles y polinomios reducibles, 

Las unidades son divisores de todo polinomio y, cuando el con- 
junto de los coeficientes posibles forma un campo, se componen 
de las constantes diferentes de cero (Cap. 11 -4). Se dice que un 
polinomio es irreducible si no es igual a cero ni a una unidad 
y si sus únicos divisores son sus asociados y las unidades. Un po- 
linomio se llama reducible si tiene dos o más divisores irreducibles 
(no necesariamente distintos). Todos los polinomios lineales son 
irreducibles. La irreducibilidad de los polinomios de grado ma- 
yor que uno suele depender del conjunto de coeficientes posibles 
(Cap. nr-4). Por ejemplo, x* — 2 es irreducible en el anillo de 
polinomios con coeficientes racionales, y es reducible en el anillo 
de polinomios con coeficientes reales. 

En la teoría de los números fue conveniente suponer que los 
números primos negativos estaban expresados como un producto 
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de una unidad y un número primo positivo. En la teoría de los 
polinomios a menudo será conveniente suponer que todo polino- 
mio irreducible está expresado como el producto de una unidad 
y de un polinomio primitivo irreducible (Cap. m-4). 

Vamos a utilizar las definiciones precedentes y a resumir algu- 
nas de las correspondencias entre los elementos y propiedades de 
la teoría de los números y la teoría de los polinomios. Si el con- 
junto de coeficientes posibles forma un campo, los enteros m con 
elemento de identidad para la adición, cero, y unidades -+ 1 y 
— 1 corresponden a los polinomios p(x) con elemento de iden- 
tidad para la adición, cero y unidades b, en que b es cualquier ele- 
mento diferente de cero en el conjunto de coeficientes posibles. 
Cualquier entero diferente de cero puede expresarse como el pro- 
ducto de una unidad y un entero positivo; cualquier polinomio 
que no es idéntico a cero puede expresarse como el producto de 
una unidad y un polinomio primitivo, Los enteros primos y com- 
puestos corresponden respectivamente a los polinomios irreduci- 
bles y reducibles. El valor absoluto de un entero corresponde al 
grado de un polinomio. Por ejemplo, un entero m con |m] = 0 
o un polinomio p(x) sin grado es idéntico a cero; un entero m con 
[m| = 1 o un polinomio con grado cero es una unidad; un entero 
m con [m| > 1 o un polinomio con grado positivo no es ni cero 
ni una unidad. En el siguiente esquema se muestra la mayoría de 
las correspondencias básicas entre el anillo de los enteros m y el 
anillo de los polinomios p(x): 


enteros m polinomios p(x) 

cero cero 

unidad, + 1 unidad, + 1 

unidades, + 1 y — 1 constantes diferentes de cero 
enteros positivos polinomios primitivos 
enteros primos polinomios irreducibles 
enteros compuestos polinomios reducibles 

valor absoluto de m grado de p(x) 

jm] > 1 grado positivo de p(x) 


Estas correspondencias serán útiles al formular respecto de los 
polinomios algunos de los teoremas de la teoría de los números. 
Por ejemplo, el Teorema 11-2 puede enunciarse de la siguiente 
manera para los polinomios: 
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m-6 Polinomios irreducibles 
TEOREMA 1n-2. Todo polinomio de grado positivo tiene un 
polinomio primitivo divisor irreducible. 


La demostración de este teorema puede obtenerse de aquéila 
del Teorema 1-2 valiéndose de las analogías señaladas. Sea dado 
el polinomio p(x) de grado m. Si p(x) es irreducible, su polinomio 
primitivo asociado es su polinomio primitivo divisor irreducible. 
Si p(x) es irreducible, entonces p(x) = pdx) - pdx), en que los 
px) tienen grado m, positivo, siendo ¿ = 1,2 y m, + m, = m. 
Si ningún p(x) es irreducible, entonces p(x) = pa(*) + Pa(*) > 
pidx) ` Pu(*), en donde ningún p, es una unidad, es decir, 0 < 
mp. Este proceso debe concluir después de un número finito de 
etapas, ya que la suma de los enteros positivos Mp es un entero m 
positivo dado (Ejercicio 7, Cap. ur- 1) . Por eso p(x) tiene a lo su- 
mo m divisores y debe tener un divisor que sea un polinomio irre- 
ducible. Si el conjunto de coeficientes posibles forma un campo, 
todo polinomio diferente de cero tiene entre sus asociados un po- 
linomio primitivo. Luego, todo polinomio p(x) de grado no nega- 
tivo tiene un divisor que es un polinomio irreducible primitivo. 

En el Ejercicio 1 se enuncia el Teorema 1-3 con respecto a 
los polinomios. El Teorema 1-4 no se puede hacer extensivo de 
inmediato a la teoría de los polinomios. Por ejemplo, en el anillo 
de los polinomios con coeficientes reales, el conjunto de polino- 
mios irreducibles tiene un subconjunto infinito no numerable, 
ya que x — b es irreducible para todo número real b, La mayoría 
de los otros teoremas de las Secciones 3 y 4 del Capítulo 11 se for- 
mulan con respecto a los polinomios en los ejercicios siguientes. 
Las demostraciones pueden obtenerse de las correspondientes del 
Capítulo u, aprovechando las analogías ya citadas. 

Muchos de los ejercicios siguientes y sus demostraciones pueden 
enunciarse con respecto a polinomios de varias variables. Por ejem- 
plo (Ejercicio 9), el Teorema 1 - 8 de Factorización Unica, es vá- 
lido para polinomios de cualquier número finito de variables con 
coeficientes enteros, racionales, reales o complejos (Ver Bibliogra- 
fía N? 7; págs. 97-100) . 


EJERCICIOS 


1. Demostrar que cualquier polinomio reducible p(x) de grado m tiene un 
divisor polinomio primitivo irreducibie de grado < m/2. 
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2. Proponer ejemplos para el Ejercicio 1 cuando m = 2, 3,5 y 7. 

3. Demostrar que si p(x) es un polinomio irreducible y g(x) es cualquier 
polinomio, entonces o bien p(x) es divisor de q(x) o ambos polinomios son primos 
entre sí, 

4. Proponer ejemplos que ilustren los dos casos del Ejercicio 3. 

5. Si r(x) y s(x) son dos polinomios cada uno de grado menor que m, y p(x) 
es un polinomio irreducible de grado m, demostrar que p(x) no es divisor de 
r(x) + s(x). 

6. Par dos ejemplos que ilustren el Ejercicio 5. 

7. Si un polinomio irreducible p(x) es divisor del producto 


GA) © GA) 0000 Gdh 


demostrar que pfx) es divisor de por lo menos uno de los polinomios 44x), 
qdx) «==, 9,(x), en donde n es cualquier entero positivo. 

8. Proponer dos ejemplos que ilustren el Ejercicio 7. 

9, Demostrar que, excepto por el orden de los factores, todo polinomio que no 
es idéntico a cero puede representarse de una y sólo una manera como un pro- 
ducto de una unidad y un número finito de polinomios primitivos irreducibles. 

10. Demostrar que el número de divisores independientes de 
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es (a, + 1) (a, + 1) - + - (0, + 1), en donde los r,(x) son polinomios distintos 
irreducibles, ¢ es una constante y lasa, son enteros positivos. 

11. Proponer un ejemplo que ilustre el Ejercicio 10, para el caso de k = 3, y 
enumerar los divisores independientes. 

12. Repetir el Ejercicio 11 para e 4 1 yk > 3. 

13. Si r(x) es el máximo común divisor y s(x) es el mínimo común múltiplo 
de dos polinomios primitivos p(x) y q(x), demostrar que r(x) » s(x) = p(x) * 4(x). 

14. Formular cl Postulado de Arquímedes con respecto a los polinomios (Cap. 
1-2) y proponer un ejemplo. 

15. Formular con respecto a los polinomios cada una de las tres partes del 
Teorema 1-9. 

16. Dar cjemplos que ilustren cada uno de los enunciados del Ejercicio 15, 


m1-7 EL ALGORITMO DE EUCLIDES. 
El Algoritmo de Euclides se usó en el Cap. 11-5 con el objeto de 
encontrar el máximo común divisor entre dos enteros sin tener 
que expresar ninguno de los dos enteros en sus factores primos. 
Emplearemos el mismo procedimiento para los polinomios p(x) 
con el objeto de encontrar el máximo común divisor de dos po- 
línomios sin tener que expresar ninguno de los dos polinomios en 
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función de sus factores irreducibles. El Teorema 1 - 11 puede enun- 
ciarse de la siguiente manera para los polinomios: 


TEOREMA 1-3. El máximo común divisor r(x) de dos polino- 
mios cualesquiera fx) y f(x) de grado positivo con coeficientes 
pertenecientes a un campo, puede encontrarse por medio del 
Algoritmo de Euclides, pues es el último resto polinómico que 
no es igual a cero. Existen polinomios A(x) y B(x) tales que 
máx) = A(x) - f(x) + B(x) - f(x) para todos los valores de x. 


Podemos demostrar la primera parte del teorema aplicando rei- 
teradamente el Algoritmo de la División (Cap. m-5). El proce- 
dimiento para los polinomios f(x) y f(x) se ilustra en el siguiente 
esquema, en donde b es una constante diferente de cero que hay 
que determinar, el grado de r,(x) es menor que el de f(x) y el grado 
de r(x) es menor que el de r,-(x) para j = 2, 3,..., n. 


Ha) = axJdx) + 142) 
Jd) = adx)rdx) + dx), 
rdx) = qáx)rd*) + ráx), 


Tax) = qdx)idx) + brdx)» 
Iáx) = Gud) S). 

En este esquema es conveniente suponer que el coeficiente ini- 
cial (Cap. m1-1) de r,(x) se ha hecho igual a + 1 dividendo am- 
bos miembros de la penúltima ecuación por una constante ade- 
cuada b. Luego »(x) es un polinomio primitivo y siguiendo el mis. 
mo razonamiento que en el Cap. 11-5, es el máximo común divisor 
de fdx) y f(x). Si se conviene en que r(x) sea un polinomio primi- 
tivo, los factores constantes (unidades) pueden insertarse o eli- 
minarse de cualquiera ecuación del esquema. Esto significa prin- 
cipalmente que cualquier resto polinómico puede reemplazarse 
por cualquiera de sus asociados en cualquier momento. 

La demostración de la existencia de polinomios A(x) y B(x) 
en la segunda parte del teorema es también análoga a aquélla del 
Cap. 1-5. Expresaremos sucesivamente 1(%), 7£x), ..., T(x) en la 
forma rdx) = A4x)f(x) + Blx)fdx). Todos los pormenores de la 
prueba se dejan al lector como ejercicio. 
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El Algoritmo de Euclides, tal como el Algoritmo de la División 
en el cual se fundamenta, no se puede hacer extensivo directamen- 
te a polinomios de dos o más incógnitas. Por ejemplo, aún cuando 
el máximo común divisor de x e y es l, no existe una ecuación de 
la forma Ax + By = 1, en donde A y B scan constantes, que sea 
válida para todos los valores de x y de y. Es posible una extensión 
del teorema si se considera fX Xu -s Xn) Y fX Xss s Xa) COMO 
polinomios en x, con polinomios como coeficientes de las primeras 
n — 1 variables. Entonces las 4 y B son funciones racionales de 
las primeras n — 1 variables, dado que se han aplicado a los coe- 
ficientes de la División Algorítmica, las cuatro operaciones racio- 
nales. (Cap. m1 - 5). Por ejemplo, si se considera los polinomios x 
e y como polinomios en y con coeficientes en x, tenemos (1/x) + 
x+0.y=1l 

Ordenaciones análogas a las que se usaron en el Cap. 1-5 pa: 
ra encontrar na A, B, pueden emplearse también para polimonios 
en una variable. En general, tenemos 


fe fa Yi Ta m Ta 0 
Qi Ga Ga o Gans 
Dado que el cálculo de los q y r exige corrientemente cálculos es- 


critos, cambiaremos entre sí el orden de las dos filas y usaremos 
la ordenación 


Qu Ga Gu = Que 
fo fa Ts Tr me Ta O 
qÍ qQ: q 


AN; Aafa Ai o 


en donde ar, = 
tes arbitrarias. 
Si fqx) = xt — 3x' + 2x y f(x) = x’ — x, tenemos el esquema 


— Gabi air = fe —quí, ..., y los a, son constan- 


x-3 z+1 
30 +2: 2 -2 S-es 0 
z -z Pa 
easta ta mz 
-32 +32 Le 
z 0 


de donde el máximo común divisor es x* — x. Este esquema se pue- 
de ampliar para que resulte A(x) y B(x), como el Cap. 115. Los 
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detalles algebraicos para el cálculo de xx) suelen simplificarse 
en forma notable por medio de la multiplicación cruzada. (Ver 
Bibliografía N° 87). 

De la misma manera que para los números, el máximo común 
divisor puede obtenerse observando si ambos polinomios están 
expresados en sus factores irreducibles (Ejercicio 9, Cap. 1-6). 
El Algoritmo de Euclides proporciona un procedimiento para de- 
terminar el máximo común divisor de dos polinomios sin necesi- 
dad de factorizar los polinomios. Este algoritmo tiene también 
aplicaciones importantes y muy prácticas en la determinación del 
número de raíces de una ecuación polinomia (Secciones 12 y 13 
del Cap. 1v). 

En la sección siguiente de este Capítulo, continuaremos nuestro 
desarrollo de la teoría de los polinomios y buscaremos un concepto 
que corresponda al concepto de base (Cap. 11-6) en la teoría de 
los números, 


EJERCICIOS 


Por medio del Algoritmo de Euclides, encontrar el máximo común divisor de 
cada uno de los siguientes pares de polinomios: 


L —5 +6 ys 4 
2 38 PESE y o —2 +1 
342x420 y 242 

4. im pi 2 y Rx 90 Ta + 3. 


u1-8 CAMBIO DE VARIABLE. Cualquier en- 
tero positivo m puede expresarse como polinomio en n, en que n 
> 1 es un entero positivo arbitrario con coeficientes pertenecientes 
al conjunto de los enteros 0, 1, 2,..., n —1 (Teorema 1-13). Es po- 
sible enunciar este' teorema de varias maneras con respecto a los 
polinomios. El siguiente es uno de los enunciados más útiles. 


TEOREMA 11-4. Cualquier polinomio p(x) con coeficientes per- 
tenecientes a un campo puede expresarse como polinomio res- 
pecto de un polinomio arbitrario lineal bx + d. 


Dado un polinomio f(x) = x* — 6x” 4- 2, podemos designar 
sus ceros como, 7, s, t y buscar un nuevo polinomio cúbico q(y) con 
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ceros r — 2, s — 2, t — 2. Este procedimiento de reducir los ceros 
de un polinomio se usa frecuentemente al resolver ecuaciones cù- 
bicas (Cap. 1v-9). Los métodos para obtener los nuevos polino- 
mios se estudiarán en los Capítulos 1-5 y 1v-3. En el caso ante- 
rior, se encontraría que q(y) = y' — 12y — lt o g(x — 2) == (x 
— 2) — IR(x — 2) — H, en que x — 2 = y. El Teorema 11-4 
establece que para números cualesquiera b 54 0 y d pertenecientes 
al conjunto de los coeficientes posibles, cualquier polinomio p(x) 
puede escribirse en la forma q(bx + d). 

La demostración siguiente del Teorema 1-4 corresponde es- 
trictamente a aquella del Teorema 1-13. Dado un polinomio p(x) 
de grado m y un polinomio lineal bx +4 d, aplicamos el Teorema 
m-l para obtener 


pix) = p(x) + (bx + d) + To 


en donde r, es una constante dado que, si es diferente de cero, su 
grado debe ser menor que el de bx + d. Además, el grado de 
Pix) es uno menor que el de p(x). Si p{x) tiene grado positivo, 
podemos repetir el procedimiento. En general, ya que p(x) tiene 
grado m, repetiremos el procedimiento m veces y obtendremos una 
sucesión 


p(x) = p(xXbx + d) + to 
pAx) = phx Xox + d) + tu 


Prkx) = pa(x) (bx + d) + Taas 
Pad”) = pax) (bx + d) + Tm, 


en que los p, son polinomios de grado m — j y los r son constan- 
tes. Designemos la constante pn(x) por Ta , 2 Las ecuaciones pre- 
cedentes pueden usarse exactamente como en el Capítulo 11-6 para 
obtener p(x) = "Y ~ +2 (bx $ d)" + fa (bx + d+... +7 (bx 
+ d) + r: = q(bx + d). 

La división sintética (Cap. 1v-2) y el Teorema de Taylor (Cap. 
ur15) son muy útiles para efectuar los cálculos que se necesitan 
frecuentemente para aplicar el Teorema 111-4. En consecuencia, no 
consideraremos aplicaciones detalladas del Teorema 1-4 hasta des- 
pués de que se introduzcan estos conceptos. 
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La mayoría de los temas restantes que hemos considerado en la 
teoría de los números (congruencias, clases residuales, función q, 
problemas diofánticos), tienen una o más interpretaciones en la 
teoría de los polinomios. Sin embargo, dado que no necesitaremos 
estas interpretaciones en nuestro estudio de la teoría de las ecua- 
ciones, mencionaremos solamente el concepto de un ideal que co- 
rresponde a una congruencia (Cap. 11-9). Luego, encaminaremos 
nuestro estudio de la teoría de los polinomios en una nueva direc- 
ción: en las primeras ocho partes de este capítulo hemos expuesto 
correspondencias entre el anillo de los enteros y el anillo de Jos 
polinomios; en el Cap. ur10 iniciaremos la explicación de varios 
tipos de funciones del anillo de los polinomios que corresponden 
al estudio del Capítulo 1, sobre varios sistemas de números perte- 
necientes al anillo de los enteros. Los ceros de los polinomios se 
estudiarán en el Capítulo 1v. 


LIERCICIOS 


1, Escribir p(x) = x' + 3x — 1 como q% + 2). 
2. Escribir p(x) = x! + 3x* + 5 como gfx 1). 
8. Escribir p(x) = x + 8x*— 7x4 11 como q(x — 2). 


"TI. 9 IDEALES. Concluiremos nuestro estudio de las 
correspondencias entre la teoría de los polinomios y la teoria de los 
números expuesta en el Capítulo 11, refiriéndonos brevemente a un 
concepto relativo a las congruencias (Cap. 1-8) . 

Dos enteros a y b son congruentes respecto de un módulo en- 
tero m si su diferencia es divisible por m. Dos polinomios p(x) y 
q(x) son congruentes módulo un polinomio m(x) si su diferencia 
es divisible por m(x). El conjunto de todos los enteros múltiplos 
de un entero m forma una clase residual [0] (mód. m) y consti- 
tuye el ideal de m dentro del anillo de los enteros. El conjunto 
de todos los polinomios múltiplos de m(x) constituye el ideal de 
m(x) dentro del anillo de los polinomios. Por ejemplo, x' + 2x, 
x', x” — 12x', pertenecen todos al ideal de x, mientras que x' + 
b con b 54 0 no pertenece al ideal de x. 

Las clases residuales pueden definirse en función del ideal de 
m(x). Sin embargo, el número de las clases residuales ya no es fi- 
nito. Por ejemplo, en el anillo de los polinomios con coeficientes 
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enteros, cada entero representa una clase residual distinta respecto 
del ideal de x. Los teoremas análogos a la mayoría de los teoremas 
sobre residuos de la teoría de los números, cuando los hay, se en- 
cuentran fuera del alcance de nuestro breve estudio. En la Biblio- 
grafía N9 34 se puede consultar una excelente introducción al 
estudio de esta materia. 


EJERCICIOS 


1L Descmbir el ideal de las siguientes expresiones en el anillo de los poli- 
nomios con coeficientes enteros: 

(a) x; (b) (0) +1 

2. Un subconjunto $ de uno o más elementos de un anillo R es un ideal 
si (i) la diferencia de dos elementos cualesquiera de $ es un elemento de $; 
y (ii) el producto de cualquier elemento de S por un elemento de R es un ele- 
mento de S. Esta es la definición corriente de un ideal. Probar que todos los idea- 
les del Ejercicio 1 satistacen esta definición. 

3, Valiéndose de la definición del Ejercicio 2, demostrar que cualquier 
ideal $ perteneciente a un anillo R, debe ser también un subanillo de R. 

4. Indicar cuáles de los siguientes son ideales: (a) el anillo de los enteros 
pares respecto del anillo de los enteros; (b) el anillo de los enteros respecto del 
anillo de los números racionales. 

5. Un anillo $ perteneciente a un anillo R se lama ideal principal si todo 
elemento de $ es de la forma rò, en que b es un elemento constante y r es un 
elemento arbitrario de R. Cada uno de los ideales del Ejercicio 1 es un ideal 
principal; en realidad, siempre que el Algoritmo de Euclides se verifica en un 
anillo, todo ideal de ese anillo es un ideal principal. Proponer un ejemplo de un 
ideal que no sea un ideal principal. 


01-10 FUNCIONES. Dado cualquier polinomio 
p(x), podemos asociar un número único fp(b) a cada valor nu- 
mérico de b asignado a x. En este caso, los valores numéricos su- 
puestos para el polinomio f(x) dependen del conjunto de valores 
$ supuestos para la variable x. La siguiente definición de función 
se basa sobre esta noción de dependen: 

Se dice que la variable y es una función de la variable x respec- 
to de un conjunto de números S, si a cada valor de x en S, le co- 
rresponde uno o más valores de y. La variable x se llama variable 
independiente; y, la variable dependiente. En rigor, la función es 
la regla o ley mediante la cual los valores de x dan origen a los 
valores de f(x). Esta función o regla puede expresarse como un po- 
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linomio en x, como un gráfico en el plano xy y.de muchas otras 
maneras, La relación funcional entre x e y se señala por medio de 
los símbolos y = f(x). El conjunto de los valores de $ se llama cl 
dominio de definición, o simplemente, el dominio de f. El conjun- 
to de valores que se atribuyen a y se llama rango de valores o rango 
de f. Si a cada valor de x en S, corresponde exactamente un valor de 
y, se dice que la función de x respecto de $ es una función unifor- 
me. Si para cada valor de x corresponden dos o más valores de y, 
se llama una función multiforme de x. 

Teniendo en cuenta estas definiciones, las proposiciones for- 
muladas al comienzo de esta sección (Cap. 1-10) implican que 
cualquier polinomio p(x) es una función uniforme de la variable x. 
Esta aseveración es una consecuencia de las definiciones del Ca- 
pítulo 1, ya que para cualquier valor numérico dado de x, por 
ejemplo b, p(b) supone sólo un número finito de las operaciones 
de adición, sustracción y multiplicación de números. Cada una 
de estas operaciones ha sido definida como única. Consideremos, 
por ejemplo, p(x) = x' — 7x* + 3x + 2 para x = 5, en donde 

p5)=5:5:5-7-5:54 33-542 
está unívocamente definida. 

Hemos visto que el conjunto de valores, o rango de la función, 
depende del conjunto $ de valores que se atribuye a la variable x, 
es decir, del dominio de la función. Es conveniente identificar los 
conjuntos $ a los cuales se restringe x comúnmente. El conjunto 
de valores S suele consistir en uno o más intervalos, en donde el 
conjunto de todos los números reales que satisfacen cualquiera de 
las siguientes relaciones, se denomina un intervalo: x < a, x < 
aa<xr<baZEx<basxrS ba<rsEbbSxb<x 
para números reales cualesquiera a, b. El conjunto a < x < b 
también se llama un segmento o intervalo abierto; a Ex < bno 
es ni abierto ni cerrado y suele denominarse intervalo semicerra- 
do; a S x <S b se lama intervalo cerrado. Cuando el conjunto S 
comprende a todos los números reales o a un solo intervalo de 
números reales tales que x < 0,0 < x < l, ó 2 & x, x se llama 
una variable real continua. Cuando el conjunto S comprende a 
todos los enteros positivos, x se llama una variable entera positiva. 

En seguida, nos prepararemos para definir una función conti- 
nua (Cap. 11-12). Esta preparación es uno de los propósitos prin- 
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cipales de esta sección y de la siguiente (Cap. 11-11). La conti- 
nuidad es una propiedad importante de todos los polinomios en 
variables continuas. En realidad, encontraremos (Ejercicio 4, Cap. 
113) que cuando x es una variable real continua, el polinomio 
p(x) es una función continua de x. Esta propiedad de los polino- 
mios es fundamental y se aprovecha para encontrar raíces de cual- 
quier polinomio p(x). (Ejercicio 5, Cap. 11-13; Cap. 1v-5). Una de 
las mejores definiciones de una función continua supone el con- 
cepto de límite, 

El concepto de límite se considera frecuentemente como ma- 
teria del análisis, tomando en cuenta que las tres principales subdi- 
visiones de las matemáticas son álgebra, geometría y análisis. Sin 
embargo, los conceptos fundamentales del álgebra no pueden cons. 
tituir un compartimento, una entidad estrechamente entrabada, 
separada totalmente de la geometría y del análisis. Un postulado 
sobre la existencia de todos los números reales puede usarse tam- 
bién para postular la continuidad de una recta en geometría (Cap. 
1-12). Nos hemos valido de representaciones geométricas de rela- 
ciones algebraicas para aclarar conceptos (Cap. 1-12 y también Cap. 
1-16). De la misma manera, consideraremos, en seguida, unos cuan- 
tos temas del análisis [límite (Cap. 11-11); continuidad (Cap. nm- 
12 y 13), y derivada (Cap. ni-14)] que nos servirán en nuestro 
estudio de la teoría de las ecuaciones (Cap. iv) y en este capítulo 
en la exposición de las siguientes correspondencias entre los nú- 
meros y las funciones: 


enteros polinomios 

números racionales funciones racionales 
números algebraicos funciones algebraicas 
números trascendentes funciones trascendentes 
números reales funciones analíticas 


EJERCICIOS 


1, Señalar cuáles de las funciones siguientes son funciones uniformes de x 
(considerar solamente los valores reales de x y de y): 


(a) y = — 3r +1 te) y=2 

(0) y= vr 9 *(f) y= logx 
(0) y = (7 — 9) * (g) y = sen x 
04 *(h) y = arcsen x 
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2, Señalar el dominio de definición y el rango de valores para cada una de 
las funciones del Ejercicio 1. 

3. Proponer cinco funciones multiformes de x. 

4. Dar tres ejemplos de cada uno de los siguientes tipos de intervalos: (a) 
abierto; (b) cerrado; (e) ni abierto ni cerrado. 

5. Indicar cuales de las siguientes definen funciones de la variable real x: 

2) y = 3041 

b) y = x para x > 0, y = — x para x < 0; 

©) y = x — (x) en que {x] indica el mayor entero < x; 

d) y=x/(-3): mi 

0) yæl six es racional, y = 0 si x es irracional; 
= tan xy 

8) y= 2 pora x < — l; y = — x para — 1 S x g Oy = Lyx para O < xo. 

6. Repetir el Ejercicio 5 para el caso en que el dominio de definición de x 
es el conjunto de (a) los números racionales; (b) los enteros positivos. 

7. Si f(y) está dado por x == y”, entonces el valor principal de la función 
inversa f= (x) está dado por y = x'". Aprovéchese esta relación para definir 
xim para (1) x > 0 y cualquier entero n y4 0; y (ii) cualquier valor real de 
y y cualquier entero impar n (Ejercicio 13 Cap. 1 — 12) . Determinar las funciones 
inversas de cada una de las siguientes: 


J sayy g) x= (ay + b) | (c + d), en donde 
d x= 2y ad — be y4 0 (Ver Teorema IV — 8) 
9 x=sy+5 h) y = e(x) 

d i=y ti) s= seny 

9 smy” "x= 

Dx=0+D/0—) *k) ox = log y. 


8. Discutir Jas relaciones entre los dominios y rangos de fọ) y /*(x) en 


cada ftem del Ejercicio 7. 
9, Encontrar las funciones inversas en cada una de las siguientes: 


ax =y+?b d x= +b 
b) x = by *e) x = a”, en donde 0 < a 
9 ri=g9+b *f) x = log,), cn donde 0 < b. 


10. Emplec la definición de x'%" que aparece en el Ejercicio 7 y defina 
xmm para x > 0 y enteros cualesquiera m y n. 


+El asterisco indica que el ejercicio incluye conceptos que no se han tratado 
en el presente texto, pero que debieran ser familiares a la mayoría de los 
lectores, 
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H; Una función f(x) real uniforme es una función creciente de x en un 
intervalo a < x < b sì f (x + h) — f (x) > 0 para todo x y todo h tales que 
a <x <x +h < b. Demostrar que x’ es una función creciente de x para 
50 

12. Demostrar que x" es una función creciente de x para x > 0 y cualquier 
entero positivo n. (Indicación: sea x + h = y; valerse del Ejercicio 7, Cap. 
1-4). 

13, Definir una función decreciente de x y demostrar que x” es una fun- 
ción decreciente de x para cualquier entero positivo n y 0 < x < 1. 

14. Demostrar que a” es una función creciente de la variable positiva entera 
x cuando a > 1. 

15. Repetir el Ejercicio 12, siendo n un entero cualquiera, 

16, Demostrar que a* es una función decreciente de la variable entera x para 
0<a<l 

17, Señalar, en el Ejercicio 7, las funciones que son funciones crecientes de 
la variable real y. Determínense los intervalos cuando sea necesario. 

18. Señalar las funciones crecientes del Ejercicio 9. 


HI-11 LIMITES. Definiremos primero el límite de 
un conjunto ordenado de números reales 


{a} = Gi On oeer Aap aes 


La notación Jan} indica que existe un número as correspondiente 
a cada entero positivo n, y que los números a, (no necesariamen- 
te distintos) se consideran en el orden de sus subíndices. Por 
ejemplo, si 4, = 1/n*, tenemos 4; = l, 44 = 4, 0, TA nat Tales 
conjuntos ordenados se llaman sucesiones de números. También 
estudiaremos sucesiones de funciones, tales como 4x" — 1f. 

Las sucesiones: 


LE.. l/m., 


Th Hh =h, +e -e ED aa 
.1, .01, .001, ..., 107», . 


tienen, evidentemente, una propiedad común, porque para cada 
sucesión 4an} el término a, puede elegirse arbitrariamente de modo 
de obtener un valor absoluto pequeño eligiendo valores de n su- 
ficientemente grandes. En otras palabras, |a — 0| puede hacerse 
menor que cualquier número dado positivo e, haciendo n tan 
grande como se quiera. Designaremos por N un valor particular 
de n tal que jan — 0| < e para todo n > N. Puesto que |a| > 
|an:| en cada una de las sucesiones dadas, resulta evidente que |an 
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— 0| < e para n = N implica que se satisface también la misma 
relación para cualquier » = N. En la terminología del análisis, se 
denota la dependencia de N respecto de s escribiendo Ne. Por 
ejemplo, si e = 1 y Ja) = 41/m|, entonces podemos elegir N: 
= 2. Si s = .0l para la misma sucesión, elegimos N.s = 101. La 
necesidad de esta dependencia de N respecto del e dado resulta 
evidente porque para cualquier valor dado de N, se podría elegir 
un s tal que el N dado no satisfaga las condiciones pedidas. En par- 
ticular, si Jaa} = J1/nj y N = 1, 658, 972 es dado, se necesita 
sólo hacer e = 107 para probar que s debe darse primero y Ne 
elegirse respecto del e dado. Usando esta terminología, podemos 
describir la propiedad común de las sucesiones anteriores dicien- 
do que dado cualquier número positivo e, existe un entero Ne tal 
que |an — O| < e para todo n > Ne. Se dice que las sucesiones que 
tienen esta propiedad se aproximan a cero como límite y de aquí 
que sean llamadas sucesiones nulas. 
Si consideramos las sucesiones: 


9, 99, 999, ... (10% — 1) [10% ... 


bet csmt) [ms 


encontraremos que en cada sucesión los términos a" tienden a 1 2 
medida que n aumenta. Dado ¿ = .1, podemos hacer Ne = 2 en 
la primera sucesión y Ne = 11 en la segunda sucesión para obte 
ner fa, — 1| < € 1l para todo n = Ne. Asimismo, si e = .001. 
podemos hacer Ne = 4 en la primera sucesión y Ne = 1001 en la se- 
gunda sucesión. En general, se dice que una sucesión de números 


AAN 
tiende a un límite finito A, lim a, = A, si para todo número posi- 


tivo e existe un entero Ne tal que para cualquier n => Ne se satis. 
faga la desigualdad |an — A| < e. 

Pueden definirse muchas sucesiones tales como łn} y {4—n? } que 
tienden a limites infinitos (Ejercicio 8) (ver Bibliografía N° 12, 
pág. 33). Muchas otras sucesiones, tales como 4(—1)"} y In(—D)"p 
oscilan y no tienden a ningún límite. No consideraremos tales su- 
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cesiones, dado que necesitaremos solamente sucesiones convergen- 
tes, es decir, sucesiones que tiendan a un límite finito. Un buen 
estudio general de sucesiones puede consultarse en (Bibliografía 
N9 12, págs. 27-41). 

Las manipulaciones de las desigualdades numéricas que se em- 
plean en la determinación de Ne para una sucesión dada, se basan 
sobre las definiciones del Cap. 1, Secciones 6, 9 y 12, En resumen 
dado a < b, resulta para cualquier número real c 


a+4c<b+c, 
y, por lo tanto, 
abc 
También 
ac < bc si c es positivo, 
ac > be si c es negativo. 


La convergencia de una sucesión puede considerarse también 
con respecto de las sucesiones de Cauchy. Una sucesión de números 
reales 4an} se llama una sucesión de Cauchy si para cualquier nú- 
mero dado positivo e existe un entero Ne tal que |an — Ana] < E 
paran => Ne y para todo entero positivo k. El criterio de conver- 
gencia de Cauchy (Ejercicio 4) establece, entonces que toda su- 
cesión de Cauchy es una sucesión convergente y, a la inversa, que 
toda sucesión convergente es una sucesión de Cauchy. En conse- 
cuencia, puede probarse que una sucesión es convergente demos- 
trando que es una sucesión de Cauchy. 

Todas las sucesiones precedentes se obtuvieron expresando da 
como una función de la variable positiva entera n y considerando 
la sucesión de valores de a, para n = 1, 2, .... También podemos 
obtener sucesiones expresando el término general, por ejemplo, as, 
como una función de una variable real continua x y considerando 
la sucesión de valores de a, que corresponden a cualquiera suce- 
sión de números reales elegidos como valores de x. Por ejemplo, 
sea 4. = x + 5 y elijamos para x los valores 1, 1/42, 1/43, or 
1/7, -... Nos serviremos de este concepto en las dos secciones 
que siguen de este capítulo para definir una función continua y 
una variable continua. 
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EJERCICIOS 


1. Demostrar que las sucesiones siguientes son sucesiones nulas: 


Lp b A D and és 
1 _1 1 e E EA 
E E Ma 


2. Escribir los primeros cinco términos y encontrar el límite de cada una de 
las siguientes sucesiones: 


E E 


3. Determinar Ne para cada una de las sucesiones del Ejercicio 2: (a) sie 
es un número positivo arbitrario; (b) si e =. Ol. 

4. Demostrar el criterio de convergencia de Cauchy: una sucesión de nú- 
meros reales 4a, } tiende a un límite finito A si y sólo si para cualquier número 
positivo dado g existe un entero Ne tal que |a, —a,,,| < e para n > Ng y para 
todo entero positivo k. (Ver Bibliografía N? 21; págs. 35-36) . 


5. Si lim a, = 4 y lim b, = B, en donde A y B son números reales, demos- 
neo n> 00 
trar que: 


(a) lim (a + b) =A + B, 
Tim» o0 
(b) lim (a, — b.) = A — B, 
n> o 
(c) lim ab, = AB, y 
n> 
Gn A 


d, B %0, li =%+. 
(d) para B 4 PM E 


6. Para postular la existencia de los números reales suele utilizarse la supo- 
sición de que toda sucesión convergente de números racionales tiene un lími- 
te. Ea el Ejercicio 5, se ha señalado que los límites de las sucesiones de números 
pueden sumarse, restarse, multiplicarse y dividirse lo mismo que los números. 
Probar que las relaciones de orden para los límites de las sucesiones som 


análogas, pero no exactamente las mismas que las relaciones de orden para los 
números, demostrando que 
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120 no 
e) es posible que sea a, > b, lim a, = 4, lim b, = B, y A = 
n>a 1200 


7. Por medio del Ejercicio 10, Cap. IIL — 10, y de la definición de un nú» 
mero real como el límite de una sucesión de números racionales, definir xP 
para cualquier número real positivo b. 


8. Podemos definir los símbolos Jim a, = + co, lim — a, = — o si para 


n> 1>00 
cualquier e > 0 existe un entero Ne tal que a, > l/e para n => Ne. Siendo 


asi, se dice que la sucesión Ja, | se ha hecho positivamente infinita si para cual- 
quier entero positivo dado p se tiene a, > p para todos los valores suficiente- 
mente grandes de n. Demostrar que si el lim a, = + oo, lim b, = B, en donde 


n=> 00 no 
B, es finito y el lim c, = 0, entonces. 


no 
a) lim (a, Eb) = 4 00. 


n> 00 
b) Jim (b,—4,) =— o- 
n>c0 


9 lmh= 
n>00 


lim a, bp = + œ i0 < R. 


d; 


no 
(o mz = +osi0<B. 
tw 


9. Utilizar los resultados del Ejercicio 8 para justificar las siguientes con- 
venciones, en donde 3 es finito: 


a o tB=o , d) o B= wsi 0< B, 
b) B= o =- 0» ©) B/O=«wWs0<B. 
)B/w=0 


Nótese que también hay algunas operaciones indefi 
00 YO 00 — eos 00/0050/0; 00.0; 0% oo 1% 


idas respecto de los símbolos 


10. Dada una sucesión infinita 44) de números reales, en donde n es una 


eo 
variable entera positiva, la suma indicada J, a, se llama serie infinita de números 
n=l 
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reales. La serie converge hacia (tiene una suma) $ si y sólo si la sucesión de 
sumas parciales s, en donde s, = G, + 4, +... -H 2,) liene un límite S y S es 
finito. Se dice que la serie es divergente en todos los otros casos, es decir, cuan- 
do () dah se hace positivamente infinita; (ii) Job se hace negativamente 
infinita; Gi) o, Ji oscila y por lo tanto $ no existe. Proponer ejemplos que 
ilustren cada uno de estos tres casos de series divergentes. 


E E 
11. Demostrar que si Y a, = S, 3 b, = R y C, es cualquier número real, 
n=l n=1 
entonces 


(a) AA SA m0 01, 
nek 
(b) C+ Na=C+5, 
nal 


(0) Y Co, = CS, 


A 

(a) lim a. = 0, 

© ato) = S+R. 
nel 


12. Exponer en palabras cada uno de los item del Ejercicio 11 e indicar su 
significado. 


11-12 CONTINUIDAD. Frecuentemente he- 
mos oído decir que una curva continua es aquella que puede tra- 
zarse sin levantar el lápiz. Tales curvas son efectivamente conti- 
nuas y esta definición es fácil de imaginar. Sin embargo, tal defi- 


y 


Fic. 1-1 
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nición no es exacta, dado que existen curvas, tales como y = x sen 
(1/x) en las cercanías del origen, que oscilan tan rápidamente 
que no pueden trazarse con un lápiz (Fig. 1-1), y sin embargo, 
algunas de estas curvas son también continuas. Una curva conti- 
nua es el gráfico de una función continua y, a la inversa, el grá- 
fico de una función continua es uma curva continua. Nos servi- 
remos de este hecho para definir la continuidad con respecto a 
los límites de las curvas y de las funciones, 

Consideremos la función y = f(x) cuyo gráfico aparece en la 
Fig. u1-2. Esta función está determinada por 


y = 2 para x < —1 
—x para-1 Ex 0, 
= 1/x para0 < x. 


De este modo podemos asociar exactamente un valor de y con 
cada valor real de x para todos los números reales x. Siendo así 
(Cap. 1-10), tenemos una función unilorme y = f(x) de una va- 
riable real continua x, 

Del gráfico se desprende 


3 que la función es continua 
para los x positivos, pe- 

ro no para todos los x. 

2 Examinemos ahora la cur- 

1 va más detalladamente y 
A xæ tratemos de encontrar un 


fundamento para descri- 
bir una curva como con- 
Fic. m—2 tinua, 
Toda interrupción en 
la curva debe producirse en algún punto tal como x = —1 yx = 0 
de la Fig. 11-2. Por eso nos referiremos principalmente a la con- 
tinuidad en un punto. Si una curva es continua en todos los pun- 
tos de un intervalo (Cap. 11-10), se define como continua en ese 
intervalo, La curva en reterencia parece ser y es continua en ca- 
da uno de los tres segmentos x < —l; —1 < x < 0; 0 < x. Los 
puntos en los cuales la curva salta o se interrumpe se llaman pun- 
tos de discontinuidad. Estos puntos pueden definirse exactamente 
por medio de límites de sucesiones (Cap. 11-13). 
Supongamos que y = f(x) está definida igual como en la Fig. 
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1r2. Para cualquier sucesión de números positivos Ja„} que tiene 
un límite 2, existe una sucesión correspondiente J1/a.) de valo- 
res de y = f(x). Se dice que la función f(x) es continua en x = 2, 
puesto que para toda sucesión de valores de x que tenga el límite 
2, la sucesión correspondiente de valores de f(x) tiene el límite 4 y 
f(2) = $. La función f(x) es discontinua en x = 0, puesto que 
existen sucesiones nulas de valores de x tales que las sucesiones 
correspondientes de valores de f(x) no tienden al mismo límite. En 
particular, si la sucesión de valores de x es J—1/m|, entonces la 
sucesión de valores de f(x) en la Fig. 1112 es 41/7 } tiene límite cero, 
Si la sucesión de valores de x es De , entonces la sucesión de 
valores de f(x) es y þ que crece indefinidamente, Es así como exis- 
ten sucesiones nulas de valores de x tales que las sucesiones co- 
rrespondientes de valores de f(x) no tienen el mismo límite. La 
función y la curva de la Fig. 12 se llaman, en este caso, discon- 
tinuas para x = 0. En la Fig. m-l toda sucesión nula de valores 
de x corresponde a una sucesión de valores nula de y = xsen (1/x) 
y suponiendo que y = 0 cuando x = 0, se dice que la curva es 
continua para x= 0, 

De la Fig. 1-2 resulta evidente que si x tiende a cero por me- 
dio de cualquier sucesión de valores negativos, la sucesión corres- 
pondiente de valores de y = f(x) tiende a cero. Este límite común 
de todas las sucesiones de f(x) que corresponden a sucesiones de 
valores de x que tienden a cero por el lado negativo se indica por 
medio de la notación lim ((x) = 0. Análogamente, respecto de la 

x 
Fig. 11-2, diremos que lim f(x) es infinito, que el lim f(x) = $ 
2>0* x 2 
que el lim f(x) = $, que el lim f(x) = 2, lim f(x) = 1. En la sec- 
> 2 x> =l- x> —Í* 


ción siguiente usaremos los conceptos de límite por la izquierda y 
límite por la derecha para definir una función continua. 


EJERCICIOS 
1. Hacer el gráfico (no se exigen condiciones algebraicas) de una función 
f(x} tal que: 
a) lim f(x) = — 1 lim f(x) = + 1; 
SA A 
b) lim f(x) = 0 y lim f(x) = 5. 
ho» 27 x= 2* 
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2. Por definición, lim f(x) = f(a) si y sólo si lim f(x) = lim f(x) = f(a). Hacer 
x>8 xa x>a* 


el gráfico de una función tal que lim f(x) = [(a) para todo valor real de a. 
x>a 


3. Hacer el gráfico de una función tal que lim f(x) y f(a) para a = —2, 0, 2. 
x>a 


4. Hacer el gráfico de una función tal que lim f(x) = 
Nx) = 2. 0 


0 = i; yl 
1o ta 


u 


1, y lim 


5. Hacer el gráfico de una función tal que lim f(x) = 0; f(0) 
0- 0 


Kx) = 0. X- 


TI- 13 FUNCIONES CONTINUAS. Cuan- 

do x es una variable real continua, se dice que una función uni- 

forme y == f(x) determinada para a < x < b, es continua para Xo, 

en quea < x, < b,si y sólo si lim f(x) = f(x.) = lim f(x). Como 
KRX. xex," 


se señaló anteriormente, f(x) es continua en un intervalo si es con- 
tinua en todos los puntos del intervalo. En consecuencia, la función 
f(x) es continua en un intervalo si y sólo si el límite por la iz- 
quierda, el límite por la derecha y el valor de la función son igua- 
les en todos los puntos de ese intervalo. 
Si los dos límites lim. f(x) y lim f(x) son finitos e iguales, entonces 
xax xx, 


o bien su límite común es f(x.) y f(x) es continuo en x = x, o su 
límite común no es f(x.) y f(x) tiene una discontinuidad evitable 
en x = xe Por ejemplo, la función: 


K(x) =1 cuando x < 3, 


2 cuando x = 3, 


= 4 — x cuando x > 3, 


está representada en la Fig. 1-3. Hay una discontinuidad evitable 
en x = 3 que puede eludirse definiendo nuevamente f(x), como 
sigue: 
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cuando x < 3, 


Kx) =1 
4 — x cuando x > 3. 


Si los dos límites son finitos, pero no iguales, f(x) tiene una dis- 
continuidad en x = x. que se llama salto finito. Por ejemplo, en 
la Fig. 111-2, f (x) tiene un salto finito en x = —1. 


y 
1 
2 
ial] 
123 
Fic. n—83 Fic. 114 


Si por lo menos uno de los límites no es finito, entonces o bien 
por lo menos un límite se hace infinito y f(x) tiene una disconti» 
nuidad infinita o un límite oscila (no existe) y f(x) es disconti- 
núa. Por ejemplo, en la Fig. m-2, f(x) tiene una discontinuidad 
infinita en x = 0. Las funciones y = 1/x y 1/x* tienen también 
cada una discontinuidad infinita en x = 0. La función cuyo grå- 
fico aparece en la Fig. 114 está dada por: 


f(x) =1 cuando x < 0, 
= sen (1/x) cuando x > 0. 


SiJxp=<1/(n n) b entonces 4K(x) = 39 tiene límite 0; si 4x} 
=42/[(n + 1) 1] | luego 4/(x)} = 41} tiene límite 1, En reali- 
dad, para cualquier b, —1 < b S 1, existe una sucesión nula de 
valores positivos de x tal que la sucesión correspondiente de valo- 
res de f(x) tenga un límite b. En este caso, lim f(x) no existe y se 
dice que la curva y la función son dlicóntinaar enx=0, 

Daremos ahora una segunda definición de una función continua, 
en la que se reemplaza el concepto de límite por algunos de los 
conceptos empleados en la definición de un límite. Aquí de nuevo 
un dibujo será una ayuda visual muy útil. 
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Fic. 1u-5 


Una función uniforme f(x) (Fig. m - 5) definida pora S x S 
b es continua en x = c, en donde a E c E b si y sólo si para cada 
e > 0 existe un 3 e, tal que |f (x) — f (c) | < e para todo x compren- 
dido en a S x < b que satisfaga |x — c| < 3 es La notación 
ò e. indica que 3 depende del e dado y del punto elegido x = c. 

Si dos funciones f (x) y g(x) son continuas en x == c, entonces por 
definición, dado e > 0, existe un valor positivo $ e, para f(x) y otro 
para g (x). El menor de estos dos números positivos satisfará las dos 
funciones f(x) y g(x) en x = c. Asimismo, si f(x) y g(x) son conti- 
nuas, existe un 5 g, tal que se verifica |f(x) — f(c) < e y |g(*) — 
g(c)| < e para |x — c| < B £.. Aprovecharemos estas relaciones para 
demostrar que la suma f(x) + g(x) de dos funciones continuas, €s 
continua. Dado £ > 0, e/2 será nuestro número positivo y elegire- 
mos $ tal que para |x — c| < 3, tengamos [f(x) — f(c)] < e/2 y 
lg(x) — g(c)] < e/2. Luego 


IE) + g — WE) + N = E) — KE + 8(x) — e(c)] E 

10) — KA + l8(x) — gE) < e/2 + 2/2 = e. 
Esto completa la demostración de que la suma de dos funciones 
continuas en un punto, es continua en ese punto. El conjunto 
siguiente de ejercicios requiere el método de demostración ya cita- 
do, y permite llegar a uno de los principales resultados de esta sec- 
ción, es decir, al Ejercicio 4. La demostración de este ejercicio 
se desprende de los ejercicios precedentes, teniendo en cuenta que 
cada polinomio consta de una variable y de un conjunto de coefi- 
cientes combinados por medio de operaciones de anillo. 


EJERCICIOS 


1. Si f(x) es continuo en x = c y g(x) es continuo en x = c, demostrar que 
J(=) — g(*) es también continuo en x = c. 
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2. Si f(x) y g(x) son continuos en x = c, demostrar que f(x) - g(x) es tam- 
bién continuo en x = C. 

3. Si f(x) y g(x) son continuos en un segmento a < x < b, demostrar que 
Hx) + gl), K(x) — £(%), y f(x) - Elx) son continuos en ese mismo segmento. 

4. Demostrar que cualquier polinomio en una variable real continua x con 
coeficientes reales es continuo para todos los valores reales de x. 

5. Si existen números reales a y b, a < b, tales que pía) - p(b) < 0, en 
donde f(x) es un polinomio real, demostrar que hay un número real c, a < € < b, 
tal que p(c) = 0. (Ver Bibliografía NO 12; págs. 66-67) - 

6. Hacer el gráfico y discutir la continuidad de cada una de las siguientes 
funciones; 


a) "=x*-9 => 

b) y= y5 8D y= l paas £0 

9ġ p= x parax>0 

d) xy = 1 h) y = |x] para x0 
+1 =1  parax=0 


%y= 


aT 

7. Dibujar gráficos de funciones uniformes que ilustren cada uno de los 
casos siguientes: 

a) discontinuidades evitables en x = 0 y x = 1; 

b) discontinuidades finitas en x = n para todos los enteros positivos n; 

c) discontinuidades infinitas para x = 4l y x = —l. 

8. Proponer expresiones algebraicas para funciones uniformes que cumplan 
con las condiciones pedidas en el Ejercicio 7. 

9. Una función uniforme f(x) definida en el intervalo a < x <b es unifor- 
memente continua en ese intervalo si y sólo si para todo e > 0 existe un ĝe tal 
que j/x) — f(x] < £ para todo x y x, (cualquier valor determinado de x) en el 
intervalo dado que satisfaga ] x — x, | < ĝe Hacer el gráfico de una función que 
sea continua en 0 < x < 1l pero no uniformemente continua en 0£ x 5 l. 

10. Demostrar (ver Bibliografía N? 12; págs. 65-66) que si una función es 
continua en un intervalo cerrado, es uniformemente continua en cse intervalo, 

11. Demostrar que si una función es continua en un intervalo cerrado: (a) €s- 
tá acotada en ese intervalo; (b) tiene un máximo M y un mínimo m en ese 
intervalo, y (c) adquiere cualquier valor b, por lo menos una vez en ese inter» 
valo, siendo m < 

12, Hacer el gráfico de una función y = f(x) que sea uniforme, continua y 
creciente para a < x < b. Puede demostrarse que existe una función inversa co- 
rrespondiente x = f-(y) que es también uniforme, continua y creciente (ver 
Bibliografía NO 12; págs. 67-63). Compruébense estas propiedades para la fun- 
ción representada en el gráfico, 

13. Valiéndose del resultado expuesto en el Ejercicio 12, demostrar que y" 
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puede definirse como una función creciente de y, uniforme y continua, en 
donde y > 0 y » es cualquier entero positivo (ver Ejercicio 12, Cap. 11-10). 

14. Para a > 1 demostrar que a es una función creciente de la variable po- 
sitiva real x (ver Ejercicio 7, Cap. m1-11) . 

15. Demostrar que log, y puede determinarse como una función creciente, 
uniforme y continua de y, en que y > 0 y a >1. 


11-14 DERIVADAS. Las derivadas de un polinomio 
p(x) pueden definirse mediante límites o simplemente por medio 
de los coeficientes del polinomio p(x + h). Si p(x) = x*, entonces 
pix + h) = x" + 2xh + h*. El coeficiente de h en p(x 4- h) puede 
considerarse como la primera derivada de p(x) = x’. Se escribe 
(4/dx) p(x) = p(x) = ("Y = 2x. En general, la derivada de cual- 
quier polinomio p(x) puede considerarse como el coeficiente de 
h en el desarrollo de f(x + h). 

La derivada con respecto a x de cualquier polinomio p(x) se 
define comúnmente como 

P'(2) = lim 261», 
Am0 

puesto que este límite existe en los polinomios para todos los valo- 
res reales de x y esta definición puede hacerse extensiva fácilmente 
a funciones más generales. La derivada en x = x (un valor deter- 
minado de x) de una función f(x) uniforme arbitraria se define por 


7 im Sot h) — f(z) 
Co. S 


siempre que el límite exista. Cuando el límite no existe, la derivada 
es indefinida, 


Geométricamente, la defini- 
ción precedente de la derivada 
de f(x) puede representarse por 
medio de la tangente y la secante 
en el gráfico de f(x). Cualquiera 
recta que corte el gráfico de f(x) 
en dos puntos puede llamarse 

Fic. 116 recta secante o. secante. En par. 
ticular, consideraremos una secante (Fig. 111-6) que corte el gráfico 
de f(x) en [xe f(x2)] y [xe + h, f(x» + RM. La pendiente de esta 
recta puede considerarse como 
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Io + h) — f(z), 
h 


La recta tangente o tangente al gráfico de f(x) en [xa f(x.J] puede 
definirse como la posición límite de la secante señalada a medida 
que h tiende a cero. De aquí que la pendiente de la tangente en 
X = Xa sea el límite de la pendiente de la secante, a medida que h 
tiende a cero y es precisamente la derivada de f(x) en x = Xe 

La derivada está indefinida en todos los puntos de disconti- 
nuidad y en los puntos de una curva en la cual la pendiente de 
la tangente sea una función discontinua de la variable indepen- 
diente. Por ejemplo, si 


Mx) 


=x cuando x < 1, 
= 2 — x cuando x > l, 


tenemos el gráfico de la Fig. nı - 7. En x = 1 la pendiente de la 
tangente cambia abruptamente de 1 a —1 y la derivada en x = 1 
es indefinida. 

Dado cualquier monomio bx", se puede obtener 


Dados blar + nhan LD ppt 0, 


De este modo nbx”' es la derivada de bx” sea que la derivada se 
considere como un límite o como el coeficiente de h. En seguida 
y observaremos que [f(x) + g(x 

puede considerarse como el coefi- 

H ciente de h en [f(x + h) + g(x + 

x h), es decir, [f(x) + g(x = 

1 2 P(x) + g'(x). En otras palabras, 
la derivada de la suma de dos 
funciones es igual a la suma de 
las derivadas de las funciones. En 
particular, considerando un polinomio como una suma de mono- 
mios, la derivada de un polinomio es igual a la suma de las deri- 
vadas de sus términos (monomios). Dado que cualquier monomio 
bx” tiene una derivada nbx”", la derivada de cualquier polinomio 


Fic, 1—7 


P(*) = an E E ait H n H ax" 


resulta 
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PAX) = ans + 2an + Ban a 


De este modo encontraremos la primera derivada p'(x) con respecto 
a x de cualquier polinomio p(x). Dado que f(x) es también un 
polinomio, puede repetirse el procedimiento para obtener p(x), 
la derivada de p'(x) con respecto a x, 


P) = Pra Y 30 anot H n e nm — 1)asx"”. 


Análogamente, se puede obtener p(x), pY(x), ..., p(x). Y por 
último, p"""(x) = 0 para cualquier entero positivo k, ya que la 
derivada de una constante es igual a cero. Hablaremos de p”(x), 
en donde r es cualquier entero positivo, al referirnos a la r-ésima 
derivada de p(x). 

Los valores de p(x) y sus primeras n derivadas cuando x = 0 
están estrechamente relacionadas con los coeficientes de p(x). Por 
ejemplo, en x = 0, tenemos p(0) = Ga, (0) = an- P(0) = 22ans 
P”) = 3(24.m.s), - .., p™(0) = nYa). Si estas ecuaciones se resuel- 
ven respectivamente para Gs Anss Qnty -.-» Go, y se sustituyen las 
expresiones correspondientes por los coeficientes del polinomio 
p(x), tenemos 


P(E) = pO) +90): + PA a p 20 a g +20 pa 
n. 


Este método de expresar un polinomio p(x) por medio de sus 
derivadas en un punto (en el caso anterior en x = 0) es un caso 
especial de la fórmula de Taylor para los polinomios: 


pla) ira Rm ayt 4 PEO (a aya, 


Esta fórmula puede aplicarse para expresar cualquier polinomio 
p(x) por medio de los valores del polinomio y de sus derivadas 
en x = 4, para cualquier número real a. También proporciona un 
método efectivo de expresar p(x) en la forma g(x + h), en donde 
a = — h, es decir, reemplazando la variable x por la nueva varia: 
ble x + h (Cap. m-8). 


y1i72l 


ut -15 Serie de Taylor 

Hemos visto que dado cualquier polinomio p(x) de grado n, po- 
demos obtener su k-ésima derivada para cualquier entero positivo 
k. También para un polinomio p(x) de grado n, hay máximo n + 1 
términos en su fórmula de Taylor, dado que p"""(x) = 0 para todo 
entero positivo k. Sin embargo, existen funciones tales como f(x) 
= e" para las cuales no se anula ninguna derivada en x = a. En 
estos casos la fórmula de Taylor se amplía en la serie de Taylor 
(Cap. ur- 15). 

Ya hemos examinado todas las propiedades de los polinomios 
que necesitaremos en el Capítulo 1v. Las propiedades del anillo 
de polinomios que corresponden a las propiedades del anillo de 
los enteros, el hecho de que todo polinomio en una variable real 
continua sea continuo y la expresión de cualquier polinomio 
por medio de sus derivadas empleando la fórmula de Taylor, nos 
servirán en nuestros estudios futuros. 

Pondremos fin al presente capítulo con un breve examen de la 
serie de Taylor y de las funciones analíticas. Estos dos conceptos 
son muy importantes en matemáticas superiores, pero no son 
necesarios para nuestros estudios ulteriores. El papel fundamental 
de las funciones analíticas se evidencia en las correspondencias 
entre los números y las funciones que se tratan al final del Capt- 
tulo 111 - 10, 


EJERCICIOS 


1, Derivar la fórmula de Taylor cuando a yá 0. 

2. Escribir p(x) = x° — 5x? 4 3x — 2 en la forma de q(x — 1). 

3, Escribir p(x) = x" ap 8x7 = 6x* qa 5x2 + 8 en la forma de q(x + 1). 

4. Repetir los Ejercicios 1, 2 y 3 del Cap. m-8, aplicando la fórmula de 
Taylor, 

5. Proponer una función uniforme de x que sea continua para todos los 
valores de x pero que no tenga derivada en x = 0. 

6. Demostrar que si f(x) es una función creciente y f'(x) existe en el intervalo 
a< x < b, entonces f(x) > Oena <x < b. 

7. Hacer el gráfico de una función creciente f(x) en el intervalo a < x < b, 
en donde f'(d) = 0 para algún x = d, en que a < d < b. 


I1- 15* SERIE DE TAYLOR. Dadoun polinomio 


p(x) de grado m, podemos suponer (Cap. ut -8) que p(x) puede 
expresarse en la forma 
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p(x) = b, + bx — a) +... + bu(x — a)”. 


Podemos en seguida determinar los b por medio del valor de p(x) 
y sus derivadas en x = a como en la fórmula de Taylor (Cap. 
ur - 14). Se necesitan sólo (m -+ 1) términos, ya que p(x) tiene a lo 
más m derivadas diferentes de cero. 

Dada cualquier función uniforme f(x), podemos intentar expre- 
sarla en la forma 


(UL 4) Ie) = de + bdx —a) q blx —0 +... 


en donde existe un término asociado con todas las potencias ente- 
ras, no negativas de (x — a). Tal expresión se llama serie infinita 
y corresponde en cierto modo a un decimal infinito de nuestro 
sistema de números. Si f(x) puede expresarse de la manera anterior, 
los b pueden expresarse nuevamente por medio de los valores de 
f(x) y sus derivadas en x = a. Por ejemplo, b, = f(a), b: = f'(a), 
b, = f'(a)/2. Por eso una función debe tener derivadas de todos 
los órdenes si se desarrolla como en (111 -4). Cuando los b de (11 + 4) 
se reemplazan por las expresiones correspondientes de f(x) y sus 
derivadas en x = a, obtenemos la serie de Taylor: 


sorot roe- ot EEN... 


En general, dada cualquiera función uniforme f(x) definida en un 
intervalo c < x < d, en donde c < a < d, podemos considerar, 
respectivamente f(a), f'(a), f(a), ..., $(a), ... Si f} (a) existe pa- 
ra todos los valores enteros positivos de n, entonces f(x) tiene un 
desarrollo en serie de Taylor en x = a, como se señaló anterior- 
mente. 

Ahora podemos obtener la serie infinita que usamos en el Cap. 
1-16. En todos los textos de cálculo se demuestra que la derivada 
de e* es e”, que la derivada de sen x es cos x y que la derivada de 
cos x es —sen x. Utilizando f(x) = e”, f(x) = e”, y la serie de 
Taylor en x == 0, tenemos f'”(0) = 1 para todo entero positivo n y 


a, 2 
est+r+ ger 


Cuando f(x) = sen x, se tiene f(x) = cos x, f(x) = —sen x, f(x) 
= —cos x, f(x) =senx,... En x = 0, f(x) = f” (x) = f™(x) = 
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0y Mx) =1,P"(x) = —1, f(x) = (—1) para cualquier entero 
positivo A. En seguida, obtenemos el desarrollo de la serie de 
Taylor: 
3 

sen 2=2-3 +5 
El desarrollo de la serie de Taylor para cos x puede obtenerse de 
manera análoga, (Ejercicio 1). 

Hemos indicado sistemáticamente cómo obtener un desarrollo 
de la serie de Taylor en x = a para cualquier función que tenga 
derivadas de todos los órdenes en x = a, Dejaremos a los textos de 
análisis el asunto de la convergencia de las series infinitas, es decir, 
para qué valores de x la serie es significativa (ver Bibliografía 
N? 12; págs. 320-329, 365-424) . Las series para e” y sen x convergen 
para todos los valores reales de x. Nuestro interés en el desarrollo 
sistemático se evidenciará cuando definamos una función analítica, 


PJERCICIOS 


1. Desarrollar una serie de Taylor para cos x con respecto a potencias de x. 

2. Por medio de los desarrollos de cos x y sen x en serie de Taylor, encontrar 
un desarrollo en serie de Taylor cos x + ¡sen x. 

3. Desarrollar en serie de Taylor e* y compararla con la encontrada en el 
Ejercicio 2. 


mI. 16* FUNCIONES ANALITICAS. Comple- 
taremos ahora nuestro estudio de las correspondencias entre los 
números y las funciones que mencionamos en el Cap. 1m - 10, En el 
Cap. nr-1 definimos un polinomio y en las secciones 1 a 9 del 
Cap. mı hemos hecho notar las correspondencias entre polinomios 
y enteros. En el Cap. 11-3 establecimos la correspondencia entre 
números racionales y funciones racionales. Ahora examinaremos 
brevemente las correspondencias mencionadas en el Cap. 11 que 
aún no se han considerado. 

Se dice que un número es algebraico si satisface una ecuación 
polinomia con coeficientes enteros que no es idéntica a cero (Cap. 
1-10), Se dice que todos los demás números son trascendentes. 
Análogamente, se dice que una función y = f(x) es una función 
algebraica de x si satisface una ecuación polinomia con polinomios 
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en x como coeficientes y que no sea idéntica a cero en y. Por ejem- 
plo, y = Y/x satisface y' — x = 0, y por lo tanto es una función 
algebraica. Todas las funciones que no son algebraicas se llaman 
funciones trascendentales. Por ejemplo, sen x, log x, y e” son fun- 
ciones trascendentes, 

En el Cap. 1-10 obtuvimos los números reales suponiendo que 
todos los decimales son números. El conjunto de números reales 
también pudo haberse obtenido suponiendo que toda sucesión de 
Cauchy de números racionales representa un número real. Ahora 
obtendremos funciones analíticas de una variable x suponiendo 
que toda serie de Taylor en x representa una función. Muchos 
textos definen una función analítica de una variable x como una 
función que tiene un desarrollo en serie de Taylor. Aquí, como 
en la sección 15 de este Cap. m, se presenta el problema de la 
convergencia de la serie. En los enunciados anteriores se supone 
que un desarrollo de la serie de Taylor existe si y sólo si tiene un 
significado en algún segmento a < x < b. 

Ya hemos visto que los polinomios forman no sólo un anillo 
con propiedades muy análogas a aquellas del anillo de los enteros, 
sino también que el conjunto de polinomios puede ampliarse en 
el conjunto de funciones analíticas de una manera muy análoga a 
aquella usada cuando se ampliaron los enteros hacia el conjunto 
de los números reales. Consideraremos más propiedades de los poli- 
nomios en nuestro estudio de la teoría de las ecuaciones polino- 
mias en cl Capitulo 1v. 


EJERCICIOS 


1. Hacer una lista de diez funciones racionales de x y determinar los valores 
de x para los cuales cada función está definida (Cap. 1-3) - 

2. Hacer una lista de diez funciones algebraicas y proponer ecuaciones poli- 
nomias que satisfagan a cada una de ellas, 

3, Hacer una lista de diez funciones trascendentes. 
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CAPITULO IV 


Teoría de las ecuaciones 


Hemos estudiado previamente las operaciones, los monomios y las 
relaciones que se usan en la formación de polinomios. En este 
capítulo consideraremos ecuaciones p(x) = 0 que se obtienen al 
igualar a cero un polinomio en una variable. Por ejemplo, la ecua- 
ción polinomia x? — x — 6 = 0 se satisface cuando x t= 3, ó x = 
—2. Esta ecuación establece una condición para la variable y se 
llama ecuación condicional. La ecuación (x — 1} = x' — 2x + 1 
es una identidad (Cap. m1-4) y se satisface para todos los valores 
numéricos de la variable x. Nos preocuparemos principalmente 
de los métodos para determinar aquellos números que, al sustituir 
a x en la ecuación p(x) = 0, satisfacen la igualdad. Tales números 
se llaman ceros del polinomio o raíces de la ecuación. También 
suelen llamarse soluciones de la ecuación. Los temas que se tratan 
en este capítulo se han seleccionado con el objeto de preparar al 
lector para; 


(i) encontrar todas las soluciones enteras y racionales de cual- 
quiera ecuación polinomia dada, en una variable, con coeficientes 
racionales; 

(ii) encontrar todas las soluciones de cualquiera ecuación po- 
linomia dada con coeficientes complejos, siempre que sea posible, 
empleando radicales y las cuatro operaciones racionales, 

(iii) determinar en cualquier intervalo dado el número exacto 
de soluciones reales de cualquiera ecuación polinomia dada con 
coeficientes reales, y 
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(iv) aproximar tanto como se desee cualquiera solución real 
de una ecuación polinomia dada con coeficientes reales, 


IV-1 CEROS DE UN POLINOMIO. Hemos 
definido un número b como un cero del polinomio p(x) si y sólo 
si p(b) = 0. Dado cualquier polinomio p(x) y un número b, busca- 
remos las condiciones necesarias y suficientes para que p(b) = 0. 
Por supuesto que una de estas condiciones se obtendría por susti- 
tución inmediata de b por x en el polinomio para obtener el nú- 
mero p(b) y observar si este número es o no cero, Sin embargo, 
existe otra condición necesaria y suficiente (Teorema 1v»1) que 
suele ser mucho más fácil de aplicar (Cap. 1v-2) que la sustitu- 
ción directa, 

Dado un polinomio p(x) y un número b, podemos encontrar 
por división un polinomio q(x) y uma constante R tal que 


av -1) P(x) = (x — b) + q(x) + R 


como lo determina el Algoritmo de la División (Cap. 1-5) para 
polinomios en una variable. La identidad (1-1) da p(b) = R 
para x = b. A veces, se alude a esta relación con el nombre de 


TEOREMA DEL RESIDUO. Si se divide p(x) por x — b, el residuo 
es p(b). 


De la identidad (1-1) podemos obtener también el teorema 
siguiente: 


TEOREMA IV-l. TEOREMA DEL FACTOR: un polinomio p(x) se 
hace 0 para x = b sí y sólo si es divisible por x — b. 


En otras palabras, la ecuación polinomia p(x) = 0 tiene una 
raíz x = b si y sólo si el polinomio p(x) tiene un divisor o factor 
x — b, es decir, si y sólo si R = 0 en la identidad (1-1). La tarea 
de encontrar R y q(x) en (1-1) suele efectuarse más rápida y 
fácilmente por medio de una división sintética, 


EJERCICIOS 


1. Proponer tres ejemplos del Teorema del Residuo en que p(x) tenga por 
lo menos grado tros. 


)478( 


1-2 División sintética 


2. Repetir el Ejercicio 1 para el Teorema del Factor. 
3. Proponer cuatro ecuaciones condicionales. 
4. Proponer tres ecuaciones que sean identidades. 


IV-2 DIVISION SINTETICA. La división 
sintética, así como el esquema usado para encontrar el máximo co- 
mún divisor de dos enteros (Cap. 1 - 5), proporciona un método 
elemental y conciso para dar a conocer los resultados de los cálcu- 
los algebraicos. 

Supongamos que se nos da un número b y un polinomio de 
grado » > 0, por ejemplo, 


(1V-2) pUe) = da” + bado... + duo 


Entonces el polinomio q(x) de (1-1) debe tener grado n — 1 y 
por eso debe ser de la forma 


ES ax e aa H Cros 


en donde hay que determinar los coeficientes c. La identidad 
(1 - 1) entonces toma la forma 


(IV -8), bax” A E (0: | b H ao 
+ (Cnt — Cn0D)x + R — Cab. 


Si x = 0, (1v -3) toma la forma b, = R — Cub. Si estos términos 
constantes iguales se restan de ambos miembros de (1V-3) y si se 
divide por x ambos miembros de la ecuación que resulta, al hacer 
nuevamente x = 0, encontramos que bn, = Cr — Canab. En gene- 
ral, los coeficientes de potencias iguales de x deben ser iguales, y 
entonces, se tiene 


b, 
b: 
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Estas ecuaciones pueden resolverse con respecto a los c de modo 
que resulte 


l = ba 
G = bi + cb, 
G= b, 4 ab, 


Y así sucesivamente determinar los coeficientes de q(x) y R. 
Las relaciones anteriores pueden expresarse muy concisamente 
por medio del siguiente esquema, es decir, por división sintética, 
Do bi Br... bua ba 
0 cb ab 


Co Cr 


Crab Cm. 


En este esquema la primera fila contiene los coeficientes de 
p(x) (incluso todos los coeficientes cero); el primer elemento de la 
segunda fila es cero y cada elemento siguiente es el producto del 
número b por el elemento de la tercera fila en la columna inme- 
diatamente precedente; cada elemento de la tercera fila es la suma 
de los elementos de la misma columna que están encima de él. 
Por ejemplo, si p(x) = x* — 3x* + 7x — 10 y b = 4, el esquema 
anterior sería 


1 —3 7 —10 | 4 
0 4 4 4 — 
1 1 411 34 


por lo tanto, q(x) = x° + x + 11 y R = 34, es decir, x* — 3x* + 
7x — 10 = (x — 4) (x° + x + 11) -+ 34. Dado que el primer 
elemento, cero, de la segunda fila es siempre el mismo, frecuente- 
mente no se escribe. 

El esquema anterior para la división de un polinomio p(x) 
por un polinomio primitivo lineal x — b puede modificarse para 
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1-3 Cambio de variable 

el caso de la división de f(x) por un polinomio de segundo grado 
o de mayor grado en x. (Ver Bibliografía NO 47; págs. 56-58) . En 
general, la división sintética es muy útil para comprobar que p(b) 
= 0 en la forma señalada anteriormente; para expresar p(x) en 
la forma q(x — b), es decir, disminuyendo en b, los valores de los 
ceros (Cap. 1-8 y Cap. 1v-3); para resolver ecuaciones cúbicas 
y Cuárticas (Cap. tv, Secciones 9 y 10); para calcular una tabla de 
valores con el objeto de hacer el gráfico de y = f(x); para deter- 
minar una cota superior para los ceros de p(x) (Cap. 1-11); y 
para resolver ecuaciones numéricas (Cap. 1v-13). 


zJeERCICIÓS 


1. Sin efectuar la división, encontrar el resto si 

a) se divide x* — 5x + 6 por x — 4, 

b) se divide xt — 3x* + 6x —5 por x-—3, 

€) se divide x* — 3x* — 2x — 4 por x 3 

2. Sin efectuar la división, demostrar que 

a) 18x% mp 14x% qe 1 es divisible por x + 1; 

b) 2xt = x’ —6x* 4 4x — 8 es divisible por x — 2 y por x -p 2; 

O) Y — 30 e Su — du + 2 es divisible por v — 1 y por v — 2; 

d) x? — 1 es divisible por x — 1. 

3. Por medio de la división sintética, encontrar el cuociente y el resto: 

a) dividiendo 2x* + 4x? — x — 16x — 12 por x +4 

b) dividiendo 3x* = 27x* 4- 14x 4 120 por x — 6; 

t) dividiendo xt — 4x2 — 8x + 32 por x — 4 

4. Dado el polinomio p(x) = x? — x* — 4x — 6 que tiene un cero para 
xX = 3, encontrar un polinomio cuadrático que tenga como ceros los otros dos 
ceros de p(x). 

5. Por medio de la división sintética escribir cada uno de los siguientes poli- 
nomio en la forma (1v-1) + 

a) p(x) = x' — 8x’ + 2x 4 1, 

b) p(x) = x — 2420 77, 

O) p(x) = x! — Txi p 3x! — Bat 4 6, 

d 1=Y +0 +2 

)p)=Y+1 


IV-3 CAMBIO DE VARIABLE. En el Cap. 
118 demostramos que cualquier polinomio p(x) puede expresarse 
en la forma q(x — b). En esta sección veremos cómo se puede utili- 
zar la división sintética para encontrar el polinomio q(x — b) 
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cuando se han dado el polinomio p(x) y un número b. En el Cap. 
url4, ya se ha tratado un método, mediante la fórmula de Taylor. 
Dado un polinomio p(x) de grado m y un número b, podemos 
expresar p(x) en la forma (Teorema 1-4): 


(ved) pix) = a + au — b) + adx — bY + cod (ss — b), 


en donde hay que determinar los a. Entonces 


p(x) = (x — ba + adx — b) + = + ax — b)" 7] H a 
= (x — b) + q4%) + %o 

como en (iv-1). De este modo a, = p(b) puede calcularse por di- 

visión sintética como en el Cap. 1-2. En seguida escribimos 


qdx) = (x — b) [a + ads — b) + m + aft — b)" 7 q as 
= (x — b) > qdx) + €o 

de donde a, = gb). Este procedimiento puede continuarse hasta 
que resulte a, = gb) nus Gn = Gn(b) y de esta manera determinar 
completamente los coeficientes a en (1-4), es decir, determinar 
completamente q(x — b) = p(x). 

Supongamos que p(x) = x' — x’ — 4x° $ 8x — 1 y que b = 
2. Podemos usar las primeras tres hileras del siguiente esquema 
para encontrar 


q(x) = x8 + x? — 2x — 1 
y a = —3. Luego podemos continuar con el mismo esquema por 
dos hileras más para encontrar q(x) = X° -+ 3x4 4y0=7. 
Análogamente, qa(x) = x + 5, y aa = l4; qa(x) = 1 y 44 = 7; q=. 
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1-4 Número de raíces 

En general, podemos escribir cualquier polinomio p(x) de gra- 
do m como q(x — b) y emplear la división sintética (m 4- 1) ve- 
ces para encontrar los coeficientes del muevo polinomio q(x — 
b). Es así como la teoría del Cap. m-8 puede ahora verificarse pa- 
ra cualquier polinomio dado p(x) y para cualquier número dado 
b. Nótese que esta reducción de los ceros o cambio de variable se 
lleva a cabo sin hacer ninguna referencia a los valores de los ceros 
del polinomio. 


EJERCICIOS 


1. Hacer el Ejercicio 1 del Cap. n-8, empleando el método anterior. Com- 
parar este método con el que se utilizó en las Secciones 8 y 14 del Cap. 111. 

2. Hacer los Ejercicios 2 y 3 del Cap. 1-8, empleando el método ya citado. 

3. Escribir x* — 74% q xt — 3x* 4 11 en la forma q(x — 2). 

4. Escribir x" — I en la forma q(x — 1). 

5. Escribir a? — 1 en la forma q(x ++ 1). 

6. Encontrar las ecuaciones cuyas raíces son 

a) dos menos que las de x? — 7x! + 2x + 1 = 0; 

b) una más que las de x‘ -p 3x* — 5x? 4- x 4 7 = 


IV-4 NUMERO DE RAICES. El aspecto más 
práctico de este capítulo es el que se refiere a cómo encontrar una 
o más raíces de una ecuación polinomia. En general, decimos que 
una ecuación polinomia está resuelta cuando se han determinado 
todas sus raíces. Por eso antes de resolver una ecuación polinomia 
es conveniente conocer el número total de raíces que se necesitan. 
Este número puede establecerse de antemano para cualquier poli- 
nomio dado con coeficientes complejos. Si el polinomio es una 
constante b, la ecuación no tiene raíces si b 4 0, y tiene como 
raíces a todos los números complejos, si b = 0. Si el polinomio no 
es una constante, definiremos el grado de la ecuación polinomia 
p(x) = 0 como el mismo grado de p(x) y obtendremos el 


TEOREMA IV-2 Toda ecuación polinomia de grado m > 0 
con coeficientes complejos tiene precisamente m raices comple- 
jas (no necesariamente distintas). 


En la teoría de funciones de una variable compleja se demues- 
tra fácilmente este teorema. No intentaremos dar aquí una de- 
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mostración completa, ya que ello implica, hasta cierto punto, de- 
mostraciones algebraicas. En cambio, daremos por aceptado el si- 
guiente teorema y lo utilizaremos para demostrar el Teorema 1v - 2. 


TEOREMA 1V-3, TEOREMA FUNDAMENTAL DEL ALGEBRA. Todo po- 
linomio p(x) de grado positivo con coeficientes complejos tiene 
por lo menos un cero complejo. 


Los teoremas 1v-2 y 1v-3 están estrechamente relacionados con 
el hecho de que el conjunto de los números complejos es cerrado 
algebraicamente, como se señaló en la sección optativa N° 18 del 
Capítulo 1 y que figura también como Ejercicio 6 en esa misma 
sección. Para el caso presente cualquier lector que omitió aquel 
ejercicio debería consultar otro texto o aceptar el Teorema Iv -3 
sin una demostración rigurosa. 

Ahora utilizaremos el Teorema 1v-3 y demostraremos el Teo- 
rema 1v-2. Dado cualquier polinomio p(x) de grado m, podemos, 
según el Teorema 1v+3, designar uno de sus ceros por el número 
complejo r, y de acuerdo con el Teorema 1v-1, escribir p(x) == 
(x — r,)p(x), en donde px) es un polinomio de grado m — 1. Los 
coeficientes de p{x) pueden encontrarse por división sintética y ex- 
presarse por medio del cero r, de los coeficientes de p(x) y de las 
tres operaciones del anillo (Cap. 1v-2). Por lo tanto, los coeficien- 
tes de p{x) son números complejos, y el procedimiento anterior 
puede repetirse para p(x) si m — 1 > 0. Dado que el grado m de 
f(x) es finito, este procedimiento puede repetirse sólo un número 
finito de veces, de donde resulta 


P(x) = (x — rupdx), 
pAx) = (* — nupdx), 
px) = (x — rupdx), 


Prdx) = (% — Tujan 
y 


(1v-5) p(x) = as (x — Y) (X — Ta) (X 13) ... (X — Tm), 


en donde a, es el coeficiente inicial de p(x). 
El Teorema de Factorización Unica establece {Ejercicio 9, Cap. 
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m-5 Determinación de las raíces 

nt-6) que todo factor de p(x) de la forma x — b está contenido en 
(1v-5) . Luego, el Teorema 1v-1 establece que los ceros de p(x) son 
precisamente fa Ts fs...» me Esto completa la demostración del 
Teorema 1v-2 mediante el Teorema 1v-3. En lo que queda de este 
capítulo nos dedicaremos principalmente a la determinación de 
las raíces de ecuaciones polinomias. 


EJERCICIOS 


Demostrar los siguientes enunciados: 

1. Cualquiera ecuación polinomía de la forma d,x® + d x™! +... -+ dp =0 
que tiene más de m raíces distintas es idénticamente nula, es decir, d, = 0 para 
1=0,12...,m 

2. Si dos polinomios p(x) y g(x) de grado m son iguales para más que m 
valores distintos de x, los polinomios son idénticos. 

3. Si dos ecuaciones polinomias de grado m tienen precisamente Jas mismas 
raíces, los polinomios son asociados (Cap. 104). [Indicación: Considérese 
fix) + kg(x), en que k se elige de tal modo que los términos de grado m des- 
aparezcan]. 


1V-5 DETERMINACION DE LAS RAJ- 
CES. Hemos visto que toda ecuación polinomia de grado m 
con coeficientes complejos tiene exactamente m raíces complejas 
(no necesariamente distintas). Queda aún el problema práctico 
de encontrar las raíces de una ecuación polinomia dada p(x) = 0. 

La ecuación general lineal es de la forma ax + b = 0, en don- 
de a 4 0. Tiene una raíz única x = —b/a. Toda ecuación lineal 
con coeficientes racionales tiene una raíz racional; toda ecuación 
lineal con coeficientes complejos (reales o imaginarios) tiene una 
raíz compleja. 

La ecuación general cuadrática es de la forma ax' + bx + c = 
0, en donde a 4 0. Sus dos raíces pueden encontrarse completando 
el cuadrado del miembro de la izquierda, de la manera siguiente: 


Meserve / Conceptos fundamentales de álgebra 
Las dos raíces de ax* + bx + c = 0, en donde a 4 0, entonces son 


(=b + VET /2a y (—b — yb Taz)/2a. 


El número b* — 4ac se denomina el discriminante de la ecuación 
cuadrática. Si se designa respectivamente las dos raíces por 7, y Ta, 
se puede verificar fácilmente que ellas satisfacen las relaciones ele- 
mentales de simetría de los polinomios (Cap. 1V-7) Y, + Ys = 
—b/a; tir, = cja. Si los coeficientes son números reales, tenemos 


TEOREMA IV-4, Una ecuación cuadrática con coeficientes reales 
tiene dos raices que son reales y desiguales, reales e iguales, o 
conjugadas imaginarias según que el discriminante sea positivo, 
cero o negativo. 


Las raíces de las ecuaciones cúbica general (Cap. 1v-9) y de 
cuarto grado (Cap. 1v-10) pueden expresarse por medio de los co- 
eficientes, empleando las cuatro operaciones fundamentales y ra- 
dicales. La ecuación general de grado m, m > 4, no puede re- 
solverse por medio de los coeficientes, utilizando las cuatro opera- 
ciones fundamentales y los radicales. Este resultado negativo pue- 
de probarse gracias a la obra de Evariste Galois en la teoría de los 
grupos. Lillian Lieber ha escrito un folleto muy interesante y ame- 
no (Bibliografía N? 32) donde señala este resultado y otras apli- 
caciones de las teorías de Galois. 

El valor aproximado o la posición gráfica de los ceros reales de 
un polinomio p(x) suele determinarse gracias a la continuidad de 
p(x). Según el Ejercicio 4, Cap. 11-13, todo polinomio en la varia- 
ble real continua x es continuo para todos los valores finitos 
de x. Por eso (Ejercicio 5, Cap. 11-13), si existen números reales 
a y b,a < b, tales que p(a) - p(b) < 0, existe un número real c, 
a < c < b, tal que p(c) = 0. Además, puesto que p(x) tiene el sig- 
no de su coeficiente inicial (Cap. 1-1) para valores positivos de x 
suficientemente grandes, toda ecuación polinomia real de grado 
impar y coeficiente inicial positivo tiene, por lo menos, una raíz 
real de signo opuesto a su último término; toda ecuación polinomia 
real de grado par cuyo coeficiente inicial y término constante ten- 
gan signos opuestos, tiene, por lo menos, una raíz positiva y, por 
lo menos, una raíz negativa. 
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1-6 Raíces imaginarias conjugadas 
Consideraremos otros métodos en la Sección 14 de este Cap. 1v, 


pero examinaremos primero, algo más, algunas de las relaciones 
entre los coeficientes y las raíces. 


EJERCICIOS 


Describir las raíces de las ecuaciones de los Ejercicios 1 a 7: 


1 5x—17=0. 5. xf m e lx 1 
2 xp 5=0 6. 532 =0 
*—3i47=0 T ox pT MA Y 2) 


8. Formar una ecuación cuadrática con raíces cuya suma es 3 y cuyo producto 
es 5. ¿Hay una respuesta única? 

9. Encontrar la suma y el producto de las raíces de cada una de las siguientes 
ecuaciones: 


2) —5r46=0 


b) 2 — 3x45 = 0 
9 de 7 =0. 


10. Describir (sin calcularlas) las raíces de las ecuaciones del Ejercicio 9. 


1vV-6 RAICES IMAGINARIAS CONJU- 
GADAS. Demostraremos el siguiente teorema: 


TEOREMA IV-5. Las raíces imaginarias de una ecuación polino- 
mia con coeficientes reales se presentan en pares. 


Sea p(z) un polinomio con coeficientes reales y supongamos que 
p(w) = 0, en que w = a + bi; a, b sean reales; b 4 0. Demostra 
remos que p(w) = 0 en donde w = a — bi. El polinomio cuadrá- 
tico 

(2=w)(2—wW)=2— 22 + a + b 


puede usarse con p(z) en el Algoritmo de la División (Cap. 111-5) 
para obtener: 


piz) = [2 — 2az + a' + b] > g(2) + sz +t 
en donde g(z) es un polinomio. En z = w tenemos p(w) = 0 = 0 
+ sw + t 0, por medio de w = a + bi, 0 = sa + sbi + t. Igua- 
11874 . 
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lando las partes real e imaginaria de esta ecuación resulta sa + t 
= 0 y sb = 0, de donde s = 0 y t = 0, dado que b 4 0. Luego 
p(z) = (z — w) (2 — ©) - g(z); p(2) = 0, y queda demostrado com- 
pletamente el Teorema 1v-5, 

En el Cap. 1v-4 vimos que todo polinomio p(x) de grado m con 
coeficientes complejos tiene m raices complejas. Esto implica que 
p(x) podría escribirse como un producto de m factores lineales 
con coeficientes complejos (1v-5). En otras palabras, todo polino- 
mio irreducible cuyos factores puedan tener coeficientes comple- 
jos arbitrarios, es lineal. El Teorema 1v-5 y el hecho de que (z — w) 
{z — W) sea un polinomio cuadrático con coeficientes reales im- 
plica ahora que todo polinomio irreductible cuyos factores puedan 
tener coeficientes reales arbitrarios es cuadrático o lineal. Un poli- 
nomio de cualquier grado m puede ser irreductible cuando los fac- 
tores tienen coeficientes enteros o racionales, Por ejemplo, x” — 2 
para cualquier entero positivo m no tiene factores de grado menor 
que m con coeficientes racionales, 

La solución de una ecuación polinomia y la factorización del 
polinomio en factores irreducibles son, por lo tanto, equivalentes, 
en el sentido del Teorema 1v-1, sólo cuando los coeficientes de los 
factores pueden ser números complejos arbitrarios. En realidad, 
el conjunto de números complejos algebraicos es suficiente, como 
se señaló en el Cap. 1-18. 


EJERCICIOS 


1. Demostrar que las raíces cuadráticas irracionales a 4- YD de una ecuación 
polinomía con coeficientes racionales se presentan en pares conjugados. 

2. Formar una ecuación racional cúbica, dadas dos de sus raíces: 1 y 3 
E VE 

3. Formar una ecuación real de cuarto grado dadas dos de sus rafces: 
t45y=1y5-vZT. 

4. Dada la raiz x= y2 de x! — 3x' — 2x + 6 = 0, encontrar las otras dos 
raíces. j 

5. Dada la raíz ¿/y/2 de 221 — 122* 4 19% — 6z + 9 = 0, encontrar las otras 
tres raíces. 


IV-7 POLINOMIOS ELEMENTALES 
SIMETRICOS. Hemos visto que cualquiera ecuación 
cuadrática ax’ + bx + c = 0 tiene dos raices r, s que satisfacen 
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19 =7. Polinomios elementales simétricos 
las relaciones r + s = —b/a; rs = cja (Cap. 1v-5). En general, si 
p(x) es un polinomio de grado m con coeficientes complejos: los 
polinomios en los ceros de p(x) que resultan de sumar todos los ceros 
de p(x); la suma de todos los productos de pares de ceros de p(x); 
la suma de todos los productos de triples de ceros de p(x); . . .; el 
producto de todos los ceros de p(x), pueden expresarse racionalmen- 
te por medio de los coeficientes de p(x). Estos polinomios en los 
ceros de un polinomio p(x) se denominan polinomios elementales 
simétricos, 

Dado que pueden considerarse como ceros de un polinomio 
de grado m, a m números cualesquiera, podemos examinar los 
polinomios simétricos elementales de m múmeros dados cuales- 
quiera. Por ejemplo, los números 1, 2, 3 son ceros del polinomio 
p(x) = (x — 1) (x — 2) (x — 3) = x’ — 6x' + 11x — 6. Los poli- 
nomios elementales simétricos de estos números o de los ceros de 
p(x) pueden expresarse por medio de los coclicientes de p(x) como 
sigue: 1 + 2 + 3 = 6, el coeficiente de x* con el signo contrario; 
1-2+1:842-3=ILO sea, el coeficiente de x; y 1 - 2 
- 3 = ô, o sea, el término constante de p(x) con el signo contrario. 
En general, cuando el conjunto de coeficientes posibles forma un 
campo, podemos dividir cualquier polinomio p(x) de grado m por 
su coeficiente inicial para obtener un polinomio primitivo que 
tiene los mismos ceros que p(x). En el polinomio primitivo la suma 
de los m teros es igual al coeficiente de x”=" con el signo contrario; 
la suma de los productos de los ceros en pares es igual al coeficiente 
de x”"2; ...; el producto de los ceros es igual al iérmino constante 
multiplicado por (— 1)”. 

Estos resultados generales pueden obtenerse por medio del desa- 
rrollo (1-5) de p(x): 


P(2) = als — ri)(z — rola — rs) -+ (6 fm). 
Luego: 
p(z) = ae" — (r + rat H Tm) 
+ (rita rmi trr t + Tma) em 
+ C a EEREN] 
= ade" — Si” e Ser — Stt + e (1998, 


en donde S, es el polinomio elemental simétrico de grado j, es decir, 
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Ti F Te t o H Tn = Ero 
Tifa A Taf A Tafa H TiTa F -oe H Tmi? = ENT 


Sy = Erfa -e Ys 


Sm= Tata oo Tm 
Dado un polinomio cualquiera de grado m, podemos obtener un 
polinomio primitivo correspondiente en el que la suma de los ceros 
es igual al coeficiente de x”~ con el signo contrario; el producto 
de los ceros es (— 1)” veces el término constante; y, en general, Sa 
es (—1)' veces el coeficiente de x"*. Por ejemplo, si p(x) =(x + 1) 
œ — 1) (x +2) (* — 2) con raíces —1, l —2, 2, entonces p(x) 
= x$ — 5x? + 4, en donde el coeficiente principal es la unidad, el 
coeficiente de x* es 0 = —[(—1) + 1 + (-2) + 2], el coeficiente 
de x? es: 
=5 = (—1) © 1 + (~) (—3) + ED 2 + 14124 
(-2) - 2; el coeficiente de x es: 
0 = — [{1) 1> (13 + (—1) 1- 24 (—1) (2 2+1 (2 
- 2] y el término constante es 4 = (—1) * 1* (—2) : 2. 

Los polinomios elementales simétricos $, pueden utilizarse para 
resolver ecuaciones polinomias cuando se conoce alguna relación 
adicional entre las raíces. Por ejemplo, si se conoce que dos de 
las raíces de la ecuación x' — 4x* + 5x — 2 = 0 son iguales, en- 
tonces las tres raíces pueden representarse por r, r, y s. Los polino- 
mios elementales simétricos se aprovechan, en seguida, para com- 
pletar la solución de la ecuación. Utilizando S, y Se tenemos 2r + 
s = 4 y 215 + 1 = 5. Estas dos ecuaciones pueden resolverse si- 
multáneamente sustituyendo en la cuadrática, un valor de la li- 
neal y resulta 2r(4 — 2r) + 7 = 5; 8” — 8r + 5 = 0, de donde 
r=lys= 2o bien t= Żys= 4 segundo par de valores 
no proporciona el valor correcto para $, ya que debemos obtener 
Ys = 2, y por eso la ecuación dada tiene las raíces 1, 2, y 2. 

Cuando no se sabe nada sobre las raíces de una ecuación poli- 
nomía, excepto que son raíces de p(x) = 0, el empleo de polino- 
mios elementales simétricos conduce meramente a otra ecuación 
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1-8 Transformaciones de raíces 


que es esencialmente equivalente a p(x) = 0. Por ejemplo, supon- 
gamos que x* 4- bx + c = 0 tiene raices y y s. Entonces 7 + s = 
—b; rs = c, y, por sustitución, 1(—b—r) = c, o bien 1? + br + c = 0. 

Los siguientes ejercicios comprenden varias aplicaciones de los 
resultados anteriores. En la sección siguiente de este capítulo, con- 
síderaremos otras aplicaciones importantes de los polinomios ele- 
mentales simétricos. 


LJERCICIOS 


1. Sin valerse de factores lineales, encontrar: 
3) una ecuación cúbica que tenga las raíces 1, 2, 3; 
b) una ecuación cúbica que tenga las raíces 0, —2, 2; . 
c) una ecuación de cuarto grado que tenga las raices 2, 2, 2, 2. 
2. Dado xf + 14x! 4 73x* + 168x + 144 = 0, que tiene dos raíces dobles, 
encontrar las raices. 
3. Dado x' — 27x* + 242x — 720 = 0, que tiene una rafz igual a la mitad 
de la suma de las otras dos, encontrar las raíces, 
4. Dado x! + 7x” — 6x — 72 = 0, que tiene dos raices en la razón de 3 es a 
2, encontrar las tres raíces, 
5. Si una de las raíces de las ecuaciones siguientes es la negativa de la otra, 
resolver: 
a) 4x! — 12x1 — 25x + 75 = 0; 
b) 4x* — 16x* — 9x + 36 =0. 
6. ¿Qué relaciones deben existir entre los coeficientes de una ccunción gene- 
ral de segundo grado si wna raíz es el doble de la otra? 
7. Resolver x% + 7x1 — 21x — 27 = 0, si se sabe que sus raíces están en pro- 


gresión geométrica. 
8. Resolver x? — 8xf — 18x + 15 = 0, si se sabe que sus raíces están en pro- 
gresión aritmética. 


IV-8 TRANSFORMACIONES DE RALI. 
CES. Esta sección es, principalmente, una ampliación de las 
secciones Cap. m - 8 y Cap. 1v - 3. En Cap. 11 - 8 encontramos 
que cualquier polinomio p(x) podía expresarse teóricamente en la 
forma q(ax + b), en donde a 4 0. En el Cap. 1v-3 empleamos la 
división sintética para obtener el nuevo polinomio en el caso es- 
pecial de que a = 1. En esta parte del Cap. 1v nos valdremos de 
los polinomios elementales simétricos para obtener el nuevo poli- 
nomio g(ax -}- b) para cualquier a 4 0, es decir, dado un polino- 
mio p(x) con ceros r; (j = 1, 2, ..., m) encontraremos un polino- 
mio g(y) con ceros ar, +- b para números cualesquiera a 34 0 y b. 
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Cualquier polinomio con coeficientes pertenecientes a un cam- 
PO Y COROS Ty, Ygs - - - > Tn tiene un polinomio asociado de la forma 
PAL) ==" — Sel Sn cc e (IVS H e Sa, 
en que los S, son los polinomios elementales simétricos de grado j 
(Cap. 1v-7). Si multiplicamos cada r, por un número k, entonces 


krit kret- krm = Elmo ra + >>> rm) = ES, 
(hri) (kra) + (kri) (kra) + (kra) (krs) +- > -+ (irmi) (krm) = KSh, 


(ir) (rro)... (Era) = BSa 


Es así como la multiplicación de los ceros de p(x) por k da como 
resultado la multiplicación del polinomio elemental simétrico S, 
por k’. A la inversa, si multiplicamos $, por k’ obtenemos un nuevo 
polinomio que tiene exactamente tantos ceros como sean k veces 
los ceros de p(x). Por ejemplo, x’ —— 4x +4- 3 tiene los ceros 1 y 3, 
en que S$, = 4 y S, = 3. Si formamos un nuevo polinomio, valién- 
donos de 25, = 8 y 2'S, = 12 como los nuevos polinomios simétri- 
cos elementales, obtenemos q(y) = y? — 8y + 12 con ceros 2 y 6. 
En general, tenemos, 


TEOREMA 1V-6. Dado un polinomio p(x) == aox" + a,x™! de 
+ än y un número k, podemos inmediatamente escribir un po- 
linomio q(y) = a.y" + akiy"? + aky” +... + ank" con tan: 
tos ceros como sea el producto de k por los ceros de p(x). 


En el Teorema siguiente, 1v-7, discutiremos un procedimiento 
para obtener un polinomio con ceros que sean los recíprocos de 
los ceros de un polinomio dado. Por ejemplo, dado el polinomio 
x? —x —6 con ceros 3 y —2, podemos, según el Teorema 1v-7, obtener 
1 — x — 6x" con ceros § y — ¿. En relación con este teorema es 
necesario tener en cuenta que un polinomio adquiere una raíz in- 
finita (que se designa por aj0 en donde a 4 0) cada vez que su 
coeficiente principal se hace cero, Esta convención es consistente 
con el resultado obtenido por medio de los límites (Cap. 11-11), 
dado que, por lo menos, un cero de f(x) crece indefinidamente a 
medida que el coeficiente principal de p(x) tiende a cero. Según 
la convención anterior para las raíces infinitas, resulta; 
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1v -8 Transformaciones de raíces 

TEOREMA IV-7. Dado un polinomio p(x) = aox" 4 a,x™ 4...4 
a~, podemos inmediatamente escribir un polinomio h(u) = aa 
+ au - au’ +... + amt" cuyos ceros son los recíprocos de 
los ceros de p(x). 


El asunto de las raices infinitas del que hemos hablado ante- 
riormente surge, por ejemplo, cuando hacemos p(x) = x* — x con 
raíces 1 y 0 aplicamos el teorema anterior para obtener h(u) = 


O + ul — u -+ 1 cuyos ceros son 1 y—. La demostración del Teo- 


rema 1v-7, la dejaremos como ejercicio (Ejercicio 6). 

Después de esto, podemos efectuar tres transformaciones en los 
ceros de cualquier polinomio dado p(x) con ceros Ts Ya, » +.) Tm. Po- 
demos encontrar f(v) con ceros r, — b (Cap. 1v-3); q(») con ceros 
ar, (a 0) (Teorema 1v-6); y h(u) con ceros 1/7, (Teorema 1v-7). 
Estas tres transformaciones son suficientes para demostrar el si- 
guiente teorema: 


TEOREMA IV-8. Dado un polinomio p(x) con coeficientes com- 
plejos y ceros r, (j = 1, 2, ..., m), podemos obtener un polino- 
mio q(y) con ceras s, = (ar, + b)lcr, + d) (j = 1, 2, -u m) 
en que a, b, c, d sean números complejos cualesquiera tales que 
ad — bc 4 0, por medio de únicamente los cocficientes de p(x) 
y las cuatro operaciones fundamentales. 


La condición ad — bc s 0, hace posible expresar r, (Ejercicio 
7, Cap. 11-10) racionalmente en función de s,,7, == (4's, + D')/(0s, 
+ d), es decir efectuar cualquiera transformación lineal biracio- 
nal en los ceros de un polinomio dado p(x). 
Dividiremos la demostración del Teorema 1v-8 en dos casos. Si 
c = 0, utilizaremos las dos transformaciones sucesivas t, = ax/d; 
y = t + b/d. Si c 4 0, usaremos las cinco transformaciones t, 
FH 
t=tY+d=cx d; t = ift = 1/(cx + d); 
tı = (b — ad/clt, = (bc — ad)/fo(ex + d)]; 
y = hi -4 ajc = (ax + b)/(cx + d). Dado que cada una de estas 
transformaciones es alguna de las tres formas que podemos efectuar, 
queda, pues, demostrado completamente el Teorema 1v - 8. 
Una de las aplicaciones más útiles de los polinomios elemen- 
tales simétricos se expresa en el siguiente teorema, que demostra- 
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remos por medio de transformaciones de las raíces, de una ecua- 
ción polinomia. 
TEOREMA 1v-9. Toda raíz racional de una ecuación polinomia 
Ayx? E Ax ME p ax E... + am = 0 con coeficientes enteros, 
puede expresarse en la forma baby, en que (bm, bo) = 1, bm es 
divisor de am y b es divisor de ao. 


Este teorema se presta para encontrar todas las raíces racionales 
de cualquiera ecuación polinomia dada con coeficientes enteros en 
un número finito de etapas. Nos permite emplear cuando más 
la fórmula cuadrática para resolver completamente cualquiera 
ecuación polinomia con coeficientes enteros y que tengan a lo sumo 
dos raíces no racionales. Por ejemplo, las únicas raíces racionales 
posibles de x? — x* + x — l = 0 son 1 y —1. Estas pueden com- 
probarse por sustitución o por división sintética. En seguida, la 
ecuación polinomia dada puede expresarse como (x — 1) (x? +1) 
= 0, de donde sus raíces son 1, i, —¿. 

Tal como se señaló anteriormente, el Teorema 1-9, puede 
demostrarse por medio de transformaciones de raíces. Supongamos 
que p(x) = 0 tenga una raíz racional ba/by. Podemos suponer que 
(Om, ba) = 1. Si aplicamos el Teorema 1v-6 y multiplicamos las 
raíces de p(x) = 0 por b., entonces Sm y b."a./a, tienen el mismo 
valor numérico, la raíz b, debe ser divisor de Sa y por lo tanto bm 
debe ser divisor de b,”am. Puesto que (bm, bo) = 1, bn es divisor 
de an según el Teorema 1-9. Análogamente, b, es divisor de a, 
según el Teorema 1-7 (Ejercicio 10). Dado que cualquier poli- 
nomio con coeficientes racionales tiene un polinomio asociado con 
coeficientes enteros, el Teorema 1v-9 puede también utilizarse 
para encontrar todas las raíces racionales de cualquiera ecuación 
polinomia con coeficientes racionales. 

Los polinomios elementales simétricos tienen una considerable 
importancia teórica, aparte de las aplicaciones citadas en las trans- 
formaciones de los ceros de los polinomios y en la solución de 
ecuaciones polinomias con coeficientes racionales. Los polinomios 
elementales simétricos en las raíces de una ecuación polinomia 
pueden siempre expresarse racionalmente por medio de los coefi- 
cientes del polinomio original, 

Se dice que un polinomio p(f:, Ya, -..» 7m) es simétrico si per- 
manece invariable al efectuar todos los cambios posible de r, y e 
Por ejemplo, x + y; xy; x’ -4 y3 xy — x — yy y x’ y y — 2 
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son polinomios simétricos en x e y. Se puede probar (ver Biblio- 
grafía N? 49; pág. 261) que todo polinomio simétrico en los ceros 
de un polinomio f(x) es un polinomio en los polinomios elemen- 
tales simétricos y por lo tanto puede expresarse racionalmente por 
medio de los coeficientes de p(x). Ejemplos de esta propiedad son 
los Ejercicios 14 y 15. 

El tema de los polinomios simétricos o funciones simétricas se 
encuentra tratado extensamente en muchos textos sobre teoría de 
las ecuaciones. Concluiremos nuestra breve discusión de esta mate- 
ria con los ejercicios que siguen. En las dos secciones siguientes, 
que son optativas, volveremos al problema de resolver ecuaciones 
y en particular a la resolución de ecuaciones cúbicas y de cuarto 
grado. Después de eso examinaremos métodos para determinar el 
número de raíces reales de una ecuación polinomia. 


EJERCICIOS 


1. Dado x* = 2x" — 5x + 6 == 0 con raíces 1, —2, 3, encontrar una ecuación 
polinomia con raíces —L, 2, —3. 

2. Generalizar el método empleado en el Ejercicio 1 y proponer un procedi- 
miento para encontrar una ecuación polinomia q(y) = 0 con raíces — r, corres- 
pondientes a cualquier p(x) == 0 dado con raíces ry. 

3. Dado un polinomio f(x), demostrar el Teorema 1v-6, resolviendo la rela- 
ción y = kx para x y sustituyendo este valor en p(x). 

4. Encontrar un polinomio q(») cuyos ceros sean iguales a tres veces los 
ceros de 

pix) =x 8x1 4 2x1. 


Escríbase primero la respuesta de acuerdo con el Teorema 1v-6 y en seguida 
compruébese esta respuesta por el método dado en el Ejercicio 3, 
5. Encontrar un polinomio q(y), cuyos ceros sean —2 veces los ceros de 
Pu) =p eo pr do 
Emplear el mismo procedimiento que en el Ejercicio 4. 
6. Demostrar el Teorema 1v-7, por medio de polinomios simétricos. 
7. Formular de nuevo y transformar el Ejercicio 3, según el Teorema 1v-7. 
8. Escribir un polinomio con ceros que sean los recíprocos de los ceros del 
polinomio p(x) dado en el Ejercicio 5. Comprobar esta respuesta por el método 
dado en cl Ejercicio 7. 
9. Formular de nuevo y transformar el Ejercicio 3, según el Teorema 1v-8 
10. Demostrar que b, es divisor de a, en el Teorema 1v-9, 
11. Encontrar las raíces racionales, y luego resolver completamente: 
a) YY 42=0; 
b) 2x1 — 12x' q 191 —6x + 9 = 0 
yros 
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12. Encontrar todas las raíces racionales de: 
a) 3y!— 40y! 4 180)! — 1207 + 27 =0; 
b) 3y’ — 2y + 9y = 6 = 0; 
©) 108y* — 270y* — 42y + 1 = Ù; 
d) 24y — y yl 
13. Encontrar las raíces enteras de las ecuaciones: 
(a) xl + 6x? 4 at — Ax — 20 =0; 
(b) xt + Mx? q 41x* 4 6lx 4 30 = 
14. Dada una ecuación cúbica x? + ax" be + < = 0, con raices, r, s, b, 
encontrar una fórmula para la función simétrica r* 4 s* + 1" por medio de los 
coeficientes de la ecuación dada. Escribir nuevamente esta fórmula valiéndose 
de los polinomios elementales simétricos Sy Sn y Sy 
15. Dada una ecuación cuadrática x! + px + q = O con raices y y s, expresar 
los polinomios simétricos siguientes como polinomios en los polinomios elemen- 
tales simétricos: 


a) ps 9 rory’ 
b) rers d) r smr) ps res) 


*1V.-9 ECUACIONES CUBICAS. En el Cap. 
1-5 dejamos establecido que las ecuaciones generales polinomias 
de grado 1, 2, 3 y 4 podían resolverse por medio de las cuatro ope- 
raciones fundamentales (adición, sustracción, multiplicación y di- 
visión) y de los radicales. En el Cap. ıv +5 se trataron las ecuaciones 
lineales y cuadráticas; las ecuaciones cúbicas se tratarán en esta 
sección; y las ecuaciones de cuarto grado en la sección siguiente. 
Como se hacía notar en el Cap. 1v - 5, no existe ningún método aná- 
logo para resolver ecuaciones generales de grado mayor que cuatro. 
Podemos resolver cualquier ecuación polinomia dada con coefi. 
cientes enteros que tenga a lo sumo cuatro raíces no racionales, 
cualquiera que sea el grado de la ecuación (Cap. 1v-8). También 
podemos resolver ciertas ecuaciones de grado mayor que cuatro 
(Cap. 1y-18). Sin embargo, aún no podemos resolver por medio 
de un número finito de operaciones racionales y de radicales una 
ecuación general ax" -j ax"! + ... + an = 0 en que m sea 
mayor que cuatro. 

Basaremos nuestro método de resolver ecuaciones cúbicas y de 
cuarto grado sobre las transformaciones de las raíces (Cap. 1v - 8). 
Ensayemos primeramente este método en la ecuación cuadrática 
general. La ecuación cuadrática general ax' + bx -+ c = 0, a 40 
con raíces f, fs pudo haberse resuelto haciendo dos transforma- 
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ciones en las raíces Y, Y La ecuación g(y) = y" + 2by + 4ac = 0 
tiene raíces 2ar,, según el Teorema 1v - 6. Esto es análogo a la deri- 
vación previa de las raíces, pues el coeficiente inicial es ahora 1, y 
nos disponemos en seguida a dividir el coeficiente del término 
lineal por 2. Dado que la suma de las raíces de g(y) es --2b, dismi- 
nuimos las raíces en —b para obtener una nueva ecuación sin 
término lineal, que por este motivo pueda resolverse factorizándose 
como la diferencia de dos cuadrados. La nueva ecuación puede 
determinarse por división sintética (Cap. tv - 3). 


1 2b dac 15 


0 č -è 
I b iw-® 
0. > 

0 


y resulta z’ -}- (4ac — b*) = 0 con raíces S S» en que s; = 2a7, + b. 
Luego s; = + yb — 4ac y la relación r; = (s; — b)/2a proporcio- 
na las raíces r, en la forma acostumbrada. Se puede utilizar un 
procedimiento análogo para facilitar la resolución de ecuaciones 
cúbicas y de cuarto grado. 

Sea la ecuación general cúbica 

p(x) = ax' -+ bx’ + cx + d= 0, a0 
y sean fs Ya Ts sus raíces. Para obtener el coeficiente inicial 1 y para 
que la suma de las raíces sea fácilmente divisible por 3, aplicamos 
el Teorema 1v-6 para obtener, después de dividir por a, 
gly) = y! + 3by' + 9acy + 21atd = 0 

con raices 3ar,. Como anteriormente, disminuimos las raíces en —b, 
por medio de la división sintética, 


1 3b 9a 27ed l- 
0 _ -b _ -2% 2b? — 9abe 
E E — Dabo F Frad 
0__— - 

1 b Yac — 3b* 

0 

1 0 

0 

I 
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para obtener 


h(2) = 2 + (ac — 3b')z + (2b* — Jabe +- 27a'd) = 0. 


Esta ecuación se llama cúbica reducida. La escribiremos nuevamente 
en la forma 


2+p2+9=0, 


en donde p = 9ac — 8b* y q = 2b* — 9abc + 27a'd. 

Hay dos procedimientos muy conocidos para continuar con la 
resolución de la ecuación cúbica. Podemos reducir el problema a 
una forma más sencilla mediante una nueva transformación z = t 
— p/3t (Bibliografía N° 47; pág. 105); o bien podemos simplifi- 
carla de otra manera por medio de la sustitución z = u -+ v (Bi- 
bliografía N? 49; pág. 85). Consideremos el segundo método, Re- 
emplazamos la única variable z por dos variables u, v. Puede ser 
necesario que estas dos variables satisfagan otra condición que ele- 
giremos dentro de poco. Por medio de la sustitución, la ecuación 
cúbica reducida, tiene la forma 


w p ut + (uv $ pu + b) + q = 0. 


Elegiremos ahora 3uv ++ p = 0 como la nueva condición para las 
nuevas variables u, v, de modo que la ecuación anterior tenga la 
forma 


uviv+qg=0 
Luego la resolución de la ecuación cúbica reducida es equivalente 
a la resolución simultánea de u’ -+ v! = —q y uv = —p/3. El cubo 
de la última ecuación es uu? = —p*/27. De este modo u? y v* son 
dos variables cuya suma es —q y cuyo producto es —p*/27, es decir, 
son las dos raíces de 


(iv - 6) t + qt — p*/27 =0. 
Por lo tanto, podemos elegir 


2 142 
CP Y AE OM 
isis n as 


Los valores posibles de u son WA, w WA, w*Y/A, y los valores 
de v son YB, w YB, «YB, , en que w es una raíz cúbica primi- 
)198( 
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tiva de la unidad (Cap. 1-17). Ya que por hipótesis uv = —p/3, 
estos valores deben asociarse en pares como sigue: 


u= VA, n= YB, 
Us =wVA, t: = YB, 
us = A, ts = w% B. 


Luego, volviendo atrás, vemos que las raíces r, de la ecuación ori- 
ginal deben estar dadas por 7, = (u, + u, — b)/3a (j = 1, 2, 3). 
Estas fórmulas para las raíces de una ecuación cúbica se conocen 
como las fórmulas de Cardán. 

Es así como hemos empleado números complejos y radicales 
para expresar las raíces de una ecuación cúbica general por medio 
de sus coeficientes. La ecuación cúbica tiene una raíz real y dos 
conjugadas imaginarias, si (1-6) tiene raíces reales distintas; tiene 
tres raíces reales de las cuales por lo menos dos son iguales si (1v - 6) 
tiene raíces iguales; tiene tres raíces reales distintas si (tv - 6) tiene 
raíces imaginarias. En la mayoría de los textos sobre teoria de las 
ecuaciones se estudian estos casos y los métodos especiales para pro- 
ceder en los diversos tipos de ecuaciones cúbicas. En particular, 
cuando la ecuación cúbica tiene coeficientes reales y tres raíces rea- 
les distintas, suele ser conveniente expresar las raíces como funcio- 
nes reales de los coeficientes por medio de funciones trigonométri- 
cas. Este método es especialmente útil si la ecuación cúbica tiene 
coeficientes racionales y tres raíces irracionales, ya que en este caso 
(Bibliografía N? 49; págs. 91-92) no es posible expresar ninguna 
raíz por medio de radicales reales y no es posible obtener las raíces 
por medio de las fórmulas de Cardán empleando operaciones ra- 
cionales. 

Apliquemos la teoría citada a una ecuación cúbica, por ejemplo, 
x! — at x — 1=0, que podamos también resolver por los mé- 
todos del Cap. 1v-8. Esta ecuación tiene las raíces l, i, —i. Por 
eso, el uso de las fórmulas de Cardán aquí se convierte simplemente 
en una ilustración del método para esta ecuación cúbica particular. 
Primero multiplicamos las raíces por 3a = 3 y obtenemos g(y) = 
y — 3y! + 9 — 27 = 0. En seguida disminuimos las raíces en 
—b = 1, por medio de la división sintética, y obtenemos h(z) = 2 


-6z — 20. Hacemos, en seguida, z = u + v, en que uv = 


olo 
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= — 2. Entonces, wv’ = —8 y, por sustitución, en h(2) w 4 v = 
20. Estos polinomios elementales simétricos en u* y v* pueden usarse 
para formar una ecuación cuadrática 1* — 20% — 8 = 0 que tiene 
como raíces w y v’. Dado que las raíces son 10 + 61/37 podemos 
elegir u’ = 10 + 6y3 y v' = 10 — 6y/3. Gracias a este método 
sabemos ahora que la ecuación dada tiene una raiz real y dos raíces 
imaginarias conjugadas. Luego, por medio o = (—1 + ¿y3)/2, 
se obtiene 


u=VI10+6v3, n= VI0- 6v3, 
u = [(-1+iv3) V 10+6V3)/2, 1 = [(-1-¿V3)V10-6V3//2, 
w=(E1-iV3V1I0+6V3//2, v= (1 +iV3) V10 6V3//2. 


Finalmente, por medio de 7, = (u, + v, + 1)/3 y muchas simplifi- 
caciones aritméticas, se obtiene r, = 1, 1, = i, f, = —i. La ecuación 
cúbica en referencia, puede también resolverse tomando en cuenta 
raíces racionales. Las fórmulas de Cardán proporcionan el mismo 
resultado que los otros métodos, pero exigen más trabajo. Recurri- 
remos a las fórmulas únicamente cuando los otros métodos no sir- 
van. Su importancia reside en que proporcionan un método seguro, 
aunque tedioso, para expresar las raíces de cualquiera ecuación 
cúbica con coeficientes complejos por medio de radicales, 


ETERCICIOS 


Resolver las siguientes ecuaciones: 
Lox—74 Mx 920 nE 20 
2 +24 20=0 4 Ay 2954 1=0 


*IV-10 ECUACIONES DE CUARTO GRA. 
DO. Ahora consideraremos la resolución de ecuaciones polino- 
mias de cuarto grado. Como en el caso de las ecuaciones cúbicas, 
nuestro método se basará sobre transformaciones de las raíces. Tam- 
bién como en el caso de las ecuaciones cúbicas, emplearemos este 
método sólo cuando no sea posible aplicar otros métodos, tales como 
encontrar las raíces racionales (Cap. 1v-8) y encontrar las raíces 
múltiples (Cap. 1v-13). 
Sea la ecuación general de cuarto grado 


f(x) = ax‘ 4 bx' y cx + dx + e = 0, a0 
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y sean sus raíces r, (j = 1, 2, 3, 4). El primer método para resolver 
las ecuaciones de cuarto grado fue descubierto por Ferrari, un 
alumno de Cardán. Uspensky (Bibliografía N? 49; págs. 94-97) 
presenta una discusión amena y completa del método de Ferrari, 
Nosotros usaremos el método de Descartes (Bibliografía N? 47; 
págs. 114-117). Se multiplican primero las raíces por 4a y se divide 
la nueva ecuación por a para cbtener 


gly) = y! + tby' + 16acy* + 64a'dy + 2560' = 0. 


Luego se disminuyen las raíces en —b y se obtiene una ecuación de 
la forma 

(1V-7) 14 pr Ep ga 4r=0 

en donde p, q, r, son polinomios en los coeficientes de f(x). 

Dado que en el conjunto de polinomios con coeficientes reales 
todo polinomio irreducible es lineal o cuadrático (Cap. 1v-6), la 
ecuación (1v-7) puede expresarse como el producto de dos polino- 
mios cuadráticos. Si (1v-7) tiene coeficientes reales, los nuevos 
polinomios tendrán coeficientes reales. Además, ya que la suma de 
las raíces de (1-7) es cero, la suma de las cuatro raíces de los 
factores cuadráticos debe ser cero y la suma de los factores cua- 
dráticos separadamente debe ser la misma, excepto en el signo. Por 
consiguiente la ecuación (1v-7) puede expresarse en la forma 


av -8) (2 — kz 4 ny2 + ha + m)=0. 


Dado que los miembros de la izquierda de (1v-7) y de (1v -8) son 
idénticamente iguales, se tiene n + m — k' = p; k(n — m) = q; y 
nm =T. 
A continuación se elimina n y m de estas ecuaciones. Se obtiene: 
kin q m} = (k + p), 
kn — m} = q 


y por sustracción se obtiene 4k'nm = k(k' + 2k'p + p') — q', o 
k + 2pk + (p — 4r) — q = 0, 

o sea, la resolvente cúbica en k'. La resolvente cúbica puede resol- 

verse y sus raíces designarse por Jos números complejos 44%, 4B*, 


4C*. Entonces el producto de las raíces es q* = 64 4*B*C*, y podemos 
elegir 4, B, C, tales que q = —84BC. Análogamente, la suma de 
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las raíces —2p = 4(4* + B* 4+ C’). Si alguna raíz de la resolvente 
cúbica es diferente de cero, supongamos 24 0; en todo caso ele- 
gimos k = 24. Luego, den -+ m — kë = p, p = —(4* + B? + 
C?), y k? = 44*, se obtiene 


n+ m= k+ p= YA — B' C’) 
Análogamente, de k = 24; q = — 8ABC, y kàn — m) = q, se 


obtiene 
n — m = — 4BC. 


De estas dos relaciones en n y en m, resulta 


n= (A +B + CXA — B — C} 
m = (—A + B — CX—A — B + C). 


En vista de que las sumas de los factores de n y m son, respec- 
tivamente, k y —k, estos cuatro factores son las raices de (1V-8) y 
por lo tanto de (1v-7). Las raíces de la ecuación de cuarto grado 
dada se obtienen de las de (1-7) sumando --b y dividiendo por 
4a. En consecuencia, las raíces de una ecuación de cuarto grado 
general pueden expresarse por medio de los coeficientes empleando 
radicales. Como se señaló en el Cap. 1v-5, este procedimiento no 
puede continuar más allá, puesto que una ecuación general de grado 
mayor que cuatro no puede resolverse por medio de las cuatro 
operaciones fundamentales y de los radicales. 


EJERCICIOS 


Resolver las siguientes ecuaciones: 
L t Be 0 3. e —e4 1040 
2 Bai BL 0 4 món 30 


IV-11 LA REGLA DE DESCARTES PA- 
RA LOS SIGNOS. Volvemos ahora a la tarea de deter- 
minar diversos tipos de raíces de ecuaciones polinomias. Cualquier 
polinomio de grado m con coeficientes complejos tiene m raíces 
complejas (Cap. 1v - 4). Las raíces racionales de cualquier ecuación 
polinomia con coeficientes enteros (o racionales) pueden encon- 
trarse después de un número finito de etapas (Cap. 1v-8). En esta 
sección consideraremos un método para calcular el número de raí- 
ces reales de cualquiera ecuación polinomia dada con coeficientes 
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reales. Para ser exactos, estimaremos el número de raíces positivas, 
determinaremos el número de raíces cero y estimaremos el número 
de raíces negativas. En la parte siguiente de este Capítulo, estudia- 
remos un método para determinar exactamente el número de raíces 
reales de una ecuación polinomia con coeficientes reales en cual- 
quier intervalo (Cap. mt - 10) de la forma a < x < b. La impor- 
tancia del método que presentamos en esta sección, reside en su 
sencillez. 

Cuando todas las raices de una ecuación polinomia f(x) = 0 
son reales y positivas, todos los polinomios elementales simétricos 
son positivos y los coeficientes de f(x) tienen signos alternados, 
Puesto que 


O A E A 

= 0, E — Sar Y Sa — Se + (— NS 
Por otra parte, todos los coeficientes de f(x) tienen el mismo signo 
cuando todas las raíces son negativas. Buscaremos ahora relaciones 
más exactas entre los coeficientes de la ecuación f(x) = 0 y la ubi- 
cación de sus raíces. 

Dos términos consecutivos de un polinomio real en el cual se 
han suprimido los términos con coeficientes cero se dice que pre- 
sentan una variación o una permanencia de signo según que sus 
coeficientes tengan signos desiguales o iguales. Por ejemplo, x* — 1 
tiene una variación y x* 4 1 tiene una permanencia, 

Consideremos un polinomio f(x) y supongamos, por ejemplo, 
que no tiene coeficientes cero y que los signos de sus coeficientes 
están dados como en el cuadro (1-9) más adelante. En seguida 
calculamos los signos de g(x) = (x —r)f(x), en que r es cualquier 
número positivo, e indicamos los signos de los coeficientes de g(x) 
por + todas las veces que los signos dependan de los valores de r 
y de los coeficientes de f(x). 


av-9 æ ++---+--++- 
(x—"): + — l 
+ + + da 
e e de pd e Aa a 


er) FEEL} -ttt 
La sucesión de los coeficientes del polinomio f(x) que se muestra 
más arriba ticne cinco variaciones de signo: la sucesión de los Je 
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g(x) tiene por lo menos seis variaciones y podría tener ocho, pero 
nunca siete. 

En general, para cualquier polinomio f(x) dado con coeficientes 
reales y cualquier número r positivo dado, puede probarse (Ver 
Bibliografía N? 19; págs. 446-447) que la sucesión de coeficientes 
del polinomio g(x) — (x — r)f(x) tiene por lo menos una variación 
más de signo que la sucesión correspondiente a f(x). Esta proposi- 
ción puede probarse por medio de las relaciones c+ = b, y & = b, 
+ cmr, en que los c son los coeficientes de f(x) y los b; son los co- 
eficientes de g(x) (Cap. 1v - 2). Por ejemplo, si la sucesión by, bp... 
b. no contiene ninguna variación, entonces la sucesión Ca, Cs +. 
€, no contiene ninguna variación. Si, además, la sucesión b., 
b.. contiene una variación, entonces Ja sucesión Ci o Can CON- 
tiene a lo sumo una variación. Aún más, si b,, be, es la j-ésima va- 
riación de la sucesión de coeficientes de g(x) y co cu es la j-ésima 
variación de la sucesión de coeficientes de f(x), entonces w < u 
(Ejercicio 6) .Es así como la sucesión de b,, tiene por lo menos tan- 
tas variaciones como la sucesión de c,. Finalmente, dado que b; = 
co y £(0) = — rf(0), la sucesión de b, [los coeficientes de g(x)] tiene 
más variaciones que la sucesión de c, [los coeficientes de f(x)]. 

Si f(x) = 0 tiene raíces positivas f, Ys, ..., Ta, entonces 


W) =(x — 1) (x — a) m (x — 1)Q(%) 


Por aplicaciones reiteradas del enunciado a que hemos hecho 
referencia, la sucesión de coeficientes de f(x) tiene por lo menos k 
variaciones más que las de Q(x), es decir, el número de variaciones 
de signo de f(x) es = k. De este modo una ecuación polinomia 
real con V variaciones en los signos de los coeficientes tiene, cuan- 
do más, V rafces positivas. 

Ahora, si escribimos f(x) en la forma 


f(z) = ar + art 1, 


en donde 0 < s É n, podemos suponer que aa, z£ 0. Luego, 


$0) = lar + a! + ++ + a) = egla), 
y las raíces positivas de g(x) = 0 son precisamente aquellas de 
f(x) = 0. Ya que g(x) es continuo para todo x, la ecuación g(x) = 
0 tiene un número par o impar, N, de raíces positivas (no nece- 
sariamente distintas) según que 0 < aa., o que aa, < 0 (Cap. 
12041 
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m - 13, Ejercicio 5). También Y es par si 0 < 4,4,, e impar si 4,4, 
< 0. Por consiguiente N y Y son ambos pares o ambos impares, 
es decir, 


TEOREMA 1v-10, REGLA DE DESCARTES PARA LOS SIGNOS. Un poli- 
nomio real con V variaciones en los signos de sus coeficientes, 
tiene V — 2k raices positivas (reales), siendo k un entero no 
negativo. 


Dado que las raíces negativas de f(x) = 0 son iguales a las raíces 
positivas de f(—x) = 0, excepto por el signo (Cap. 1v-8), tam- 
bién se tiene: un polinomio real f(x) tiene W — 2k raices negativas, 
siendo k un entero no negativo y W el número de variaciones de 
los signos de los coeficientes de [(—x). 

Consideremos unos cuantos ejemplos de estos dos aspectos de la 
Regla de los Signos de Descartes. La ecuación polinomia x* — x" 
«+ 1 = 0 tiene o bien dos raíces positivas y una negativa o no 
positiva; o una raíz negativa y dos complejas. La ecuación polino- 
mia x? — x? + x — l = 0 tiene o bien tres raíces positivas, o una 
positiva y dos complejas. Las raíces de la ecuación polinomia 
x5 p xt — 7x5 ojo 5x2 — x/2 +4 11 = 0 caen dentro de uno de 
los tres casos siguientes: cuatro raíces positivas, una negativa, y 
ninguna compleja; dos raíces positivas, una negativa y dos comple- 
jas; ninguna raíz positiva, una negativa y cuatro complejas, En el 
caso del polinomio x! — x? -4 x — 1 = (x — 1) (x° + 1), podemos 
encontrar los ceros 1, i, —i, y de este modo determinar cuál de los 
casos señalados se verifica. Para cualquiera ecuación polinomía 
con coeficientes reales, puede hacerse una determinación exacta 
del caso adecuado por medio del Teorema de Sturm (Cap. 1v - 12) 
sin necesidad de encontrar las raíces. 

“También puede utilizarse la Regla de los Signos de Descartes 
con el objeto de establecer límites para las raíces reales de cual- 
quiera ecuación polinomia con coeficientes reales, es decir, de 
cualquiera ecuación polinomia real. Supongamos f(x) = (x — p) 
Q(x) + R, 0 < p y que Q(x) no tenga variaciones en los signos de 
sus coeficientes. Entonces, la ecuación Q(x) = 0 no tiene raíces 
positivas. Si también R tiene el mismo signo que los coeficientes 
de Q, entonces para x = p, f(x) = R, y para x > p, Q(x) y f(x) 
tienen el mismo signo que R, es decir, f(x) no tiene ceros positivos 
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mayores que p. La prueba para un límite superior p se aplica más 
fácilmente por medio de la división sintética, donde los coeficién- 
tes de Q(x) y R constituyen la tercera hilera, Entonces, la prueba 
es la siguiente: si p es un número positivo tal que en la división 
sintética de f(x) por x — p todos los números de la tercera hilera 
tengan el mismo signo, o sean iguales a cero, entonces p es un lt- 
mite superior para los ceros reales de f(x). Se puede determinar 
análogamente un límite inferior —g para los ceros reales en don- 
de q es un límite superior para los ceros de f(—x). 
Por ejemplo, si f(x) = 2x* — 3x* — x? — 25x + 30 y p = 4, 

tenemos 

2 -3 -1 -25 30 |4 

0 & 20 76 204 ls 

2 5 19 31 23% 
de donde f(x) no tiene ceros positivos mayores que 4. Análoga- 
mente, f(x) no tiene ceros negativos menores que —1, ya que 
f(x) = 2x* + 3x' — x* + 25x + 80 no tiene ceros positivos ma- 
yores que 1, de acuerdo con el cuadro siguiente: 


2 3 -1 25 30 |1 
02. s 4929 ~ 
23 4 29 5 


Hay todavía otros dos métodos conocidos (Bibliografía N0 1; 
págs. 162-166) para determinar los límites superiores de las raíces 
reales de una ecuación polinomia real 


piz) = ar” +a t.e Hann O, ao >O. 


Sia =0(¡=1,2,...,A—1) as < 0, y todos los coeficientes negati- 
vos son menores que o iguales a Æ en valor absoluto, luego 1 
+V 4/2, es un limite superior de las raices reales de p(x). Si el 
valor absoluto de cada a, negativa se divide por la suma de todos 
los a, positivos (i < j) y B es el mayor cuociente obtenido de este 
modo, entonces 1 -+ B es un límite superior de los ceros reales 
de p(x). 

Informuciones generales más exactas sobre la ubicación de los 
ceros de cualquier polinomio real pueden hallarse en el Teorema 
de Stunm (Cap. 1v - 12), que proporciona el número exacto de 
raíces distintas en cualquier intervalo a < x < b. 
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EJERCICIOS 


i. Discutir la naturaleza de las raíces de Jas ecuaciones siguientes: 
a) x e EAS 
b) xt — 15x 4 7x — 11 
€) x” — 1 =0 cuando n es impar, cuando n es par. 
d) x” + 1 = 0 cuando n es impar, cuando n es par; 


2. Determinar los límites superior e inferior de las raices reales de las ecua- 
ciones siguientes: 

a) * + 2x 4 20 = 

b) x Ba 2x4 5 

O) Brè — Gxt 4 8x 3 


3. ¿Son los límites determinados en la respuesta al Ejercicio 2, los límites 
reales mejores posibles, los Xímites enteros mejores posibles? 


4. Demostrar que el número de raices negativas de f(x) = 0 es de la forma 
P — 2h, donde P es el número de permanencias de signo de f(x), k es un entero no 
negativo, y f(x) no tiene coeficientes cero. 

5. Demostrar que si en la división sintética de f(x) por x — b, b < 0, los sig- 
nos de los términos de la tercera hilera, asociando el signo adecuado a 
términos cualesquiera que sean iguales a cero, pueden hacerse alternando me- 
diante una elección adecuada de b, y si f(x) es de grado par, entonces la ecuación 
J(=) = 0, no tiene raices negativas menores que b. 


6. Hacer por escrito una demostración completa del Teorema 1v-10 


IV.12 TEOREMA DE STURM. Considerare- 
mos un método para determinar exactamente el número de ceros 
reales distintos de cualquier polinomio dado real en cualquier in- 
tervalo a < x < b. En la sección siguiente este método se amplia- 
rá con el objeto de determinar el número de ceros de cualquiera 
multiplicidad dada k. Entonces, podremos determinar el número 
exacto (incluso multiplicidades) de raíces reales de cualquiera 
ecuación polinomia real dada p(x) = 0. 

Dado cualquier polinomio. real f(x), podemos hacer fe = f(x) 
y fı = cf(x), donde f(x) es la derivada de f(x) (Cap. ui - 14) y c es 
cualquiera constante positiva, frecuentemente el recíproco del må- 
ximo común divisor de los coeficientes de f'(x). En seguida, apli- 
camos el Algoritmo de Euclides (Cap. 1-7) a fẹ y fı con la modi- 
ficación de que el signo de cada resto se cambie, es decir, hacemos 
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fo = qfi ~ Cafe, 
fi = QuÍ2 — Cafa, 


Lia = Galia — efis 
Sia = Qu 
Dado que los signos de las funciones tienen un significado, sólo 
pueden insertarse o eliminarse arbitrariamente los factores posi- 
tivos. El esquema del Cap. 1-7 puede modificarse para que resulte. 
Q Ye de .. Q 
h h h h h 0 
afi af afa 0d 
Safe —ofs —Cafa —Cafs 
donde los c son constantes positivas arbitrarias. Luego f, es el máxi- 
mo común divisor de fọ y f, y un divisor común de f; (0 S j 
E k). El polinomio f. no es necesariamente el máximo común di- 
visor dado que es posible que su coeficiente inicial no sea + 1. 
Si fe = x' — 24x" + 16x + 12, podemos hacer f, = x' — 12x 
+4, fe = x' — x — |, fa = 2x — 1, fa = 1. En este caso, los poli- 
nomios f, y fı son primos entre sí. Si f. xt — 3x* — 2, podemos 
hacer f: = x’ — x, y fı = x' + 1. En este caso, f, es idénticamente 
nulo y f, es el máximo común divisor de f, y f En general, la su- 
cesión 


fo fo fo --> fu 
donde f, no es idénticamente nulo, se denomina la sucesión cuo. 
ciente de f. y f+ Formaremos también una sucesión de polinomios 
gs haciendo gy = f, si fa es constante; y gsf = f; si fa es de grado 
positivo. La sucesión 
Bo E En +=» Er 
se llama la sucesión de Sturm de f.. Los g se denominan funciones 
de Sturm o polinomios de Sturm en fo. Por ejemplo, la sucesión de 
Sturm del polinomio anterior fọ = x* — 24x? + 16x +4- 12 puede 
formarse como sigue: 
Y = xt — 242? + 167 + 12, 
Nh =*-127+4, 


a=x*-2-1, 
Y=2x- 1, 
g=1 


32081 


1-12 Teorema de Sturm 
La suceción de Sturm del polinomio fe = x* — 3x" — 2 citado 
anteriormente puede hacerse como sigue: 


g=u-2-2, 
N=4-2, 
n=l. 

La sucesión de Sturm de cualquier polinomio f.(x) con coefi- 
cientes reales tiene las siguientes propiedades: 

(i) Si fu(x:) = 0, entonces g.g: < 0 cuando x = xy; y Eg > 0 
cuando x = x*, donde x, y x*, indican, respectivamente, un valor 
de x ligeramente menor que x, y un valor apenas mayor que x, 
Es fácil imaginarse esta propiedad por medio del gráfico de y = 
f*,. Cuando fo es lineal, la ecuación y = f*, tiene una sola raíz doble 
en x = xy el gráfico es una parábola, y (d/dx)f.,=2cf* - gog es ne- 
gativa en x”, y positiva en x”;, donde c es una constante positiva y fa 
es un polinomio real. En general, todo cero de f’ tiene multiplici- 
dad par (Cap. 1v-13) y (d/dx)f?, tiene las mismas propiedades que 
las que hemos considerado anteriormente en el caso especial, 

(ii) Si algún g(x.) = 0 donde f > 0, entonces grags: < 0 en x = 
Xy Esta desigualdad puede obtenerse de la identidad fu == 
Grs — cfun dado que todos los ceros comunes de f,.. y fis o de f; 
y de fs: deben ser ceros de fy Esta identidad tiene la forma gy. = 
9181 — Bn donde (gi 81) = 1 = (gs gs) cuando se expresa en 
función de los g, en que f; = f:g,. Por consiguiente, gigs < 0 to- 
das las veces que g; = 0. 

(iii) El polinomio g, es diferente de cero para todos los valores 
reales de x. Esta propiedad es una consecuencia inmediata de la 
definición de g, = 1 cuando f, no es constante y es igual a fa 
cuando fa es constante. 

Si expresamos la primera propiedad de las citadas anteriormen- 
te por medio de la sucesión de signos de las funciones de Sturm, 
resulta que los primeros dos signos de la sucesión son — + en xy; 
y + + en x^; o son +- — en x^; y — — en x*, donde x; es 
cualquier cero de f.. La demostración hecha de la segunda pro- 
piedad señala que todas las veces que algún g, (j > 0) se anula, 
los polinomios g: y gy. tienen signos opuestos, es decir, tenemos, 
— 0 +; o bien + 0. La tercera propiedad indica que ge no 
cambia nunca de signo. Intuitivamente, podemos imaginar las va- 
riaciones de los signos de la sucesión de Sturm de f.(x) que se des- 
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liza hacia la izquierda a medida que la variable real x crece. Por, 
ejemplo, consideremos los signos de la sucesión de Sturm citada 
anteriormente para f, = x' — 24x* + 16x + 12 para los valores 
indicados de x como se muestra en el cuadro siguiente: 


z p m e n Y 
-6 + - + - + 
A ->= + =- + 
Ll å- + -= - + 
o + ++ =- - + 
1 + - - + + 
2 =- - + + + 
4 =- + + + + 
5 + + + + + 


En realidad, la sucesión de Sturm de f.(x) será una sucesión de 
constantes para cualquier valor real de x, por ejemplo x == a. Usa- 
remos el símbolo S, para indicar el número de variaciones de la 
sucesión cuando x = a. De acuerdo con las propiedades (ii) y 
(iii) S. no puede cambiar a medida que x pasa por cualquier cero 
de g, (j > 0) que no es un cero de g.. De acuerdo con (i) si fax) 
= 0, entonces (Cap. 1v-13) ga(x1) = 0, y la sucesión tiene una varia» 
ción de signo en sus primeros dos términos en x = x”,, pero nin- 
guna variación en x = x*,. De este modo, S, cambia solamente en 
los ceros de f.(x) y decrece en 1 todas las veces que x crece debido 
a los ceros de f.(x). Así, tenemos: 


TEOREMA 1V-11, TEOREMA DE STURM. Un polinomio real f(x) tiene 
exactamente S. — S» ceros reales y distintos en el intervalo a < 
x*<b 


Anteriormente, hemos dado la sucesión de Sturm del polinomio 
xt — 24x* + 16x + 12. Para valores negativos muy grandes de x, 
basta considerar los términos principales (Cap. tv-5) y las funcio- 
nes de Sturm tienen los signos + — + — + con cuatro variacio- 
nes. Para valores positivos grandes de x, tenemos + + + -+ + 
sin ninguna variación, Por consiguiente, el polinomio x' =- 24x* 
«+ 16x + 12 tiene cuatro ceros reales distintos. 

La sucesión de Sturm go, Zs gs de fs = x‘ — 3x" — 2 se obtuvo 
anteriormente dividiendo los polinomios f., f., fa por fa ya que fi 
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no es una constante. Para valores negativos grandes de x sus signos 
son + — + con dos variaciones. Para valores positivos grandes 
de x sus signos son + + + sin ninguna variación. En consecuen 
cia, el polinomio x’ — 3x* — 2 tiene dos ceros reales y distintos. 
El Teorema de Sturm también se puede emplear para determi- 
nar límites para las raíces de las ecuaciones polinomias y, por cier- 
to, sirve también para aislar las raíces en pequeños intervalos 
arbitrarios. Por ejemplo, x* — 3x* — 2 = 0 tiene dos raíces reales 
distintas, según se determinó anteriormente, En x = 2 los signos 
de las funciones de Sturm correspondientes, son + -+ -+, lo mis- 
mo que para valores positivos grandes de x. Por consiguiente, se- 
gún el Teorema 1v-11, la ecuación x* — 3x* — 2 = 0 no tiene raíces 
reales mayores que 2. Análogamente, en x = —2 los signos son + 
— +, los mismos que para valores negativos muy grandes de x, 
y no hay raíces reales menores que —2. En x = 1, 0, y —1 los signos 
de las funciones de Sturm que son diferentes de cero, es decir, 
los signos de las funciones de Sturm que tienen signos, son — -+ 
con una variación. Por consiguiente, S.s = 2; 8, = l; Sọ = 1; S; 
= 1, y S, = 0, de donde resulta un raíz real que satisface —2 < x 
< —1 y una raíz real que satisface 1 < x < 2, Los intervalos —2 
<x S -—lylI <x 5 2 se reemplazaron por —2 < x < -l y 1 


< x < 2, ya que x = -—1 y x = 2 no son raíces. El procedimiento 
de encontrar intervalos que contengan las raíces podría continuar, 
por medio de Si, Si, ... En general, diremos que las raíces reales 


de una ecuación se han aislado cuando se ha encontrado un inter- 
valo a < x < b para cada raíz real tal que b — a E 1 y cuando el 
intervalo contiene sólo una de las raices distintas. 

Ahora podemos determinar exactamente el número de raíces 
reales distintas de cualquiera ecuación polinomia real, es decir, 
de cualquiera ecuación polinomia p(x) = 0 con coeficientes reales. 
También podemos aislar cada raíz en un intervalo tan pequeño 
como se desee. En la sección siguiente definiremos la multiplicidad 
de una raíz y determinaremos el número total de raíces reales en 
cualquier intervalo, por medio de su multiplicidad, 


EJERCICIOS 


1. Encontrar las raíces reales de: 
la) ab — OP T p 6x — 2 
b) xi — 2x1 4 12x —8=0; 
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e) xt — 13%! q 4x + 2=0; 
d) xt — e + 10x —4=0, 
2. Aislar, por medio del Teorema de Sturm, todas las raices reales: 
a) x’ + 2x 420 =0; 
b) x — 3x — 2x p5=0; 
O xt a Gx y 8x 3 =0. 


1V-1$ RAICES MULTIPLES. Hemos defi- 
nido (Cap. ıv-1) un número b como un cero de un polinomio 
p(x) si y sólo si p(b) = 0. En consecuencia, 2 es un cero de x — 2, 
de x? —4x 4 4, de x? —8x + 2, y de x? — 2x? + 4x ~B, Esta defi- 
nición junto con el Teorema 1v-1 implican que cualquier polino- 
mio p(x) con un cero b puede escribirse en la forma p(x) = (x — 
b) - q(x), donde g(x) es un polinomio. En los ejemplos anteriores, 
x — 2 = (x — 2) - l; x’ — 4x 4 4=(x—2) - (x —2) x — 3x 
+2 = (x-2) > (x= l); y 1 — 2x% + 4x — 8= (x — 2) 
+ (x2 + 4). En otras palabras, b es una raíz de p(x) = 0, si y sólo 
si x — b es divisor de p(x). Se dice que b es una raiz múltiple de 
p(x) = 0 si y sólo si (x — b} es divisor de p(x). Por eso, O es una 
raiz múltiple de x? — 7x'. 

También nos referiremos a la multiplicidad de una raíz b de 
p(x) = 0 para indicar la mayor potencia entera de (x — b) que 
es divisor de p(x). Así, por ejemplo, la raíz 0 tiene multiplicidad 
5 en x’ — 7x + x* = 0. En general, una raíz b de p(x) = 0 tiene 
multiplicidad k si (x -= b)" es divisor de p(x) y (x — b)** no es 
divisor de p(x), donde k es un entero positivo. Una raíz de multi- 
plicidad 1 se denomina raíz simple, 

El cálculo de la multiplicidad de una raíz b suele efectuarse 
más fácilmente por medio de un cambio de variable para expresar 
p(x) en la forma g(x -— b). Esto puede hacerse mediante la di- 
visión sintética (Cap. 1v-3) o mediante la fórmula de Taylor 
(Cap. m- 14). En la notación de la fórmula de Taylor, tenemos 
la siguiente identidad para cualquier polinomio f(x): 


10100604 Ha EZ. 


Es evidente ahora que si f(a) = 0, entonces f(x) tiene (x — a) co- 
mo factor; si f(a) = f'(a) = 0, entonces (x — a) es un factor de f(x); 
y en general, si f(a) = f'(a) = ... = f™(a) = 0, entonces (x — a)” es 
un factor de f(x). Dado que los coeficientes de la fórmula de Tay- 


jui 


1-13 Raíces múltiples 

lor están determinados unívocamente, la proposición conversa es 
también verdadera, es decir, si (x — a)" es un factor de f(x), enton- 
ces f(a) = f'(a) = ~ = fPw = 0. Además, si (x — a)™ es factor de 
1(x), entonces f'(x) tiene a (x — a} como factor y (x — a)** es factor 
de f"(x) y así sucesivamente. Por consiguiente, cualquiera raíz de 
1(x) = 0 de multiplicidad m > 1 es una raíz de f(x) = 0 de multi- 
plicidad m—1. En particular, una raíz simple de f(x) = 0, no es una 
raíz de f(x) = 0. Si f(x) = 0 y f(x) = 0 tienen una raíz común r que 
es un cero de f(x) de multiplicidad m — 1, entonces r es un cero de 
f(x) de multiplicidad m. Finalmente, si f(x) es el máximo común 
divisor de f(x) y f(x) y f = fg» entonces gx) tiene los mismos 
ceros distintos que f(x) pero no. raíces múltiples. En consecuen- 
cia en el Cap. 1-12 los ceros de g.(x) son simples y son precisa- 
mente las raíces distintas de f(x). También, f.(x) tiene raíces múl- 
tiples si y sólo si f(x) es de grado positivo. 

Dado cualquier intervalo a < x E b y cualquier polinomio real 
f(x), podemos encontrar la sucesión cuociente de f(x), es decir, 
hos fu =o fu. Ya que fu es un asociado del máximo común divisor 
de fe y f'., fu es una constante si y sólo si f(x) tiene solamente rai- 
ces simples. Si fu tiene grado positivo, la sucesión de Sturm ga, gi» -u 
gu se denomina la primera sucesión Sturm de f.. En ambos casos, el 
Teorema 1v - 11 proporciona el número de las raíces reales distintas, 
es decir, el número N, de ceros de f(x) de multiplicidad por lo 
menos uno. Ahora, tendremos en cuenta que cualquier cero de 
fqx) de multiplicidad m es un cero de f'(x) y por lo tanto de fu(x) 
de multiplicidad m — 1. Por consiguiente, si fau no es una constante, 
encontraremos su sucesión cuociente fu, f'x» ..» fu y su sucesión 
Sturm, la segunda sucesión Sturm de fe. Si fu = c(fu, f'n) es cons- 
tante, f(x) no tiene raíz de multiplicidad mayor que dos. En todo 
caso, el Teorema 1v-11 para fu proporciona el número N, de ce- 
ros de f.(x) de multiplicidad por lo menos dos. Si fu tiene grado 
positivo, podemos encontrar su sucesión Sturm (la tercera suce- 
sión Sturm de f.) y el número N, de ceros de multiplicidad por lo 
menos tres. Dado que f.(x) tiene grado finito, este procedimiento 
puede repetirse sólo un número finito de veces. Si N, es el número 
de ceros de f(x) de multiplicidad por lo menos i, que se ha obte- 
nido de la ¿ésima sucesión de Sturm de f., entonces el número de 
ceros de multiplicidad exactamente j es N, — Ns. En particular, 
el número de raíces simples es N; — N,. De este procedimiento 
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resulta el Teorema de Sturm para las raices múltiples (Bibliogra- 
fía N? 48) por medio del cual el número N; — N,,.. de raíces reales 
de fo (x) en cualquier intervalo a < x Eb y de cualquiera multi- 
plicidad j puede calcularse sin necesidad de determinarse las raíces 
mismas. 

Los ceros de h, = f./f.. son los ceros (reales o imaginarios) de 
fo de multiplicidad por lo menos uno; los ceros de h, = fu/fu son 
los ceros de fọ de multiplicidad por lo menos dos; los de h, = 
fui ffm son los ceros de f, de multiplicidad por lo menos j. Por lo 
tanto, los ceros de s: = h,/h, son precisamente los ceros simples de 
fo; los ceros de s, = h,fh, son las raíces dobles; los de s, = hy/ 
hy, son los ceros de multiplicidad j, en que sa = hn si fin es cons- 
tante. Los fọ son polinomios que se obtienen por el procedimien- 
to del máximo común divisor; los k, y los s; son polinomios que se 
obtienen por división. Estas operaciones pueden efectuarse si f.(x) 
tiene coeficientes reales o complejos. Por consiguiente para cual- 
quiera ecuación polinomia f(x) = 0 y para cualquier entero po- 
sitivo j podemos obtener una ecuación polinomia s, = 0 cuyas raí- 
ces son las raíces distintas (reales o imaginarias) de f(x) de multi- 
plicidad j. Luego, mediante estos polinomios s, se tiene 


TEOREMA IV- 12. Una ecuación polinomia f(x) = 0 puede re- 
solverse: (i) por medio de la fórmula cuadrática si tiene a lo 
sumo dos raíces de cada multiplicidad k; y (ii) por medio de 
sus coeficientes y extracción de raíces si tiene a lo más cuatro 
raices de cada multiplicidad k. 


EJEMPLO. La ecuación 
(V-10)  fdx) = x” — xt —3x + xp sx 40 
tiene a lo sumo dos raíces positivas y máximo dos raíces negativas 
(Cap. 1-11). No tiene raices racionales (Teorema 1v-9). Antes 


de sacar el máximo común divisor para obtener las sucesiones de 
Sturm, calculamos las sucesiones cuocientes: 


fa = mh = $ 564048044, 
fi = 5a? — 4a? — 15% +24 +82, 
fa = 18 + 10% — 311 — 322? — 20, 
f=- 3e- 2r, 
Ja = 643042; 
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Ja =- 432+ 2, 


cfa 

fe: 

Liu =-2-1, 
Gafa = =T, 

Ja 


donde fu es el máximo común divisor (mcb) de fe y f'., fu es un 
mon de fu y de fu; y fas es un MCD de fw y de f'a (es decir, fua y 
f' son primos entre sí). 

Luego la primera sucesión de Sturm de (1-10) es: 


go = -2 + 2è + 2 = fo/fin 
gu= -5P HAr = fifin 
ga= =z 10 = fa/fin 
gn = 2 = fa/fin 
gu=1 = fa/fa; 


la segunda sucesión de Sturm es 


go = a t- 2 = fafi 
m=2-2 = f/f, 
g=1 = fu/fae; 


y la tercera sucesión de Sturm es 


Yu = -2 — 1 = fa, 
Yu = =T = fi 
Ya =1 = fr. 


Según la primera sucesión de Sturm vemos que (tv-10) tiene dos 
raíces reales distintas, una positiva y una negativa, dado que S—- oo 
= 3, So = 2, y Seo = 1. Análogamente, según la segunda sucesión 
de Sturm vemos que (tv - 10) tiene dos raíces reales distintas de 
multiplicidad por lo menos dos, una positiva y una negativa. Se- 
gún la tercera sucesión de Sturm, se ve que no hay raíces reales de 
multiplicidad mayor que dos. 

En la notación del párrafo anterior al Teorema 1v-12, los 
ceros de 


2151 


Meserve / Conceptos fundamentales de álgebra 
h=-1++2=f/fa 


son los ceros de f, de multiplicidad por lo menos uno; los ceros de 


hi=2-2-2= f/f 
son los ceros de f, de multiplicidad por lo menos dos; y los ceros de 


hi=-2-1= f/f 


son los ceros de f, de multiplicidad por lo menos tres. Nótese que' 
hy = gm dado que ambos están determinados de la misma ma- 
nera. Continuando con la notación anterior, Jos ceros de 


$ =-— l = hjh 
son los ceros de f, de multiplicidad exactamente uno; los ceros de 
ss =- xt 42 = hy/h, 
son los ceros de f, de multiplicidad exactamente dos; y los ceros de 
s==xwY-=—1l1=h, 


son los ceros de f, de multiplicidad exactamente tres. Según s,, la 
ecuación (1v-10) no tiene raíces simples; según s, tiene como raí- 
ces dobles V2 y —vŽ; según s, tiene como raíces triples i, —i. Por 
consiguiente las raíces de (1-10) son VŽ, V2 —y2 —v2, i, 
i i =i, —i =i. 

El cálculo de las series de Sturm de un polinomio suele ser un 
procedimiento largo y tedioso. Sin embargo, la resolución de una 
ecuación cúbica o de cuarto grado por medio de fórmulas es tam- 
bién un proceso largo (Cap. 1v-9 y Cap. rv- 10). El Teorema 1v- 
11 y los métodos anteriores pueden aplicarse a cualquier polino- 
mio con coeficientes complejos, cualquiera que sea su grado, con 
el objeto de obtener raíces múltiples y también simples todas las 
veces que sea posible resolver sg mediante nuestros métodos ante- 
riores. Los s, tienen grados menores que el polinomio dado si y 
sólo si hay raíces múltiples, En particular, si todas las raíces son 
raices simples, entonces s, es un polinomio asociado del polinomio 
dado. Los métodos que se han presentado en esta sección son im- 
portantes porque nos permiten la resolución de ecuaciones que no 
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podrían ser hechas por los métodos estudiados anteriormente. En 
la sección siguiente y final de este capítulo consideraremos métodos 
de aproximación de raíces reales de ecuaciones polinomias en una 
variable con coeficientes reales. 


EJERCICIOS 
1. Resolver: 


(a) 1 — 40 = 22° + 12249 =0, 
(b) 2! — 207 — 32 +424+4= 
(c) zt = 90 +92? + 811 — 162 = 0, 
(d) z' — 6z? — 8r — 3 = 0, 
(e) 2% — Tal + 15z = 9 = 0. 


2. Resolver: 
X = 5x’ — 5x* 4 45x! — 108 = 0 


3. Proponer un método para resolver la ecuación del Ejercicio 2, encontrando 
primero las raíces racionales de una ecuación relacionada con ella. 


TV-14 SOLUCIONES APROXIMADAS. 
Concluiremos nuestro breve estudio de la teoría de las ecuaciones 
con una discusión de dos métodos para calcular aproximadamente 
las raíces reales de una ecuación polinomia f(x) == 0 con coeficien- 
tes reales. Mediante el Teorema de Sturm o aún por el método de 
ensayo y error podemos determinar intervalos de la forma n < 
x E n 4 1 en el cual se encuentran las raíces (Cap. 1v-12). Los 
procedimientos siguientes consisten en dos métodos para obtener 
aproximaciones sucesivas que tienden a la raíz como un límite. 
Dado que mediante el Teorema 1v-9, puede obtenerse todas las 
raíces racionales, los métodos por aproximación serán necesarios 
solamente para las raíces irracionales. 

Método de Newton. Supongamos que f (x) = 0 tiene una raíz 
a + h en que el número a es conocido, f'(a) 4 0, y h' es menor 
que uno. La fórmula de Taylor en x = a + h da 
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ya que a + h es una raíz. Para valores pequeños de h, los términos 
que contienen h’ como factor, se pueden despreciar y resulta f(a) 
+ f(aJ)k = 0, o h = —f(4)/f(2) como una primera aproximación 
para h, y a, = a — f(a)/f'(4) como una primera aproximación para 
la raíz a + h. Este proceso se repite haciendo a, = a, — f(a,)/f'(a,) 
y, en general, as: = a, — f(a,)/f'(a,). Aunque a, debe elegirse 
tal que f(a,) 4 0, esto no causa ninguna dificultad, ya que f(x) 
tiene sólo un número finito de ceros, Por consiguiente si f(x) = 
0 para algún valor de x = a,, simplemente se reemplaza a, por un 
valor ligeramente diferente en el cual f(x) 4 0. La sucesión de 
valores a, as Gs, «.. y ... tiende a a + h como límite, al que se puede 
aproximar con el grado de precisión que se desee. Por ejemplo: 
f(x) = x* — 3x + 1 = 0 tiene una raíz entre cero y uno; f(x) 
== 5x4 — 3, Si a = 0, las diferencias 4, — 4 = i; a, — a, = 0014, 
tienden a cero muy rápidamente y la raíz deseada es aproxima- 
damente 0. 3346. El método de Newton puede también usarse 
para cualquiera función f(x) que tenga una primera derivada. 
El segundo método por aproximación, el método de Horner, 
proporciona los digitos sucesivos en el desarrollo decimal de la 
raiz. Por ejemplo, x’ — 12x* + 5x — 17 = 0 puede determinarse 
mediante el Teorema de Sturm o por ensayo y error con el objeto 
de obtener una raíz entre 10 y 20. En consecuencia, el primer dí- 
gito de la raíz se considera 1. Empleamos en seguida la división 
sintética, como en el Cap. 1-3, con el objeto de disminuir las 
raíces en 10: 


1 -12 5 -17 [10 
o 10 -20 -150 
I1 -2 -i5 -167 

o 10 80 

E S 65 

o 

178 

0 

1 


y buscamos una raíz de la nueva ecuación y* + 18y" + 65y — 167 
= 0, que tenga un valor entre 0 y 10, y encontramos que esta raíz 
está entre 1 y 2. Por eso el segundo dígito de la raíz es 1. En con- 
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secuencia, disminujmos las raíces en 1 y buscamos una raíz de la 
nueva ecuación z' + 217* + 1042 — 83 = 0, entre 0 y 1, y encon- 
tramos que está entre .6 y .7; disminuimos las raices en .6 y bus- 
camos una raíz de la nueva ecuación que se encuentre entre cero 
y un décimo. Continuando este procedimiento, se puede calcular 
un número finito de lugares decimales de la raíz buscada, 11.6... 
Después de las primeras etapas, puede obtenerse una aproxima- 
ción útil del dígito siguiente considerando solamente los últimos 
dos términos de la ecuación de que se trate. Las raíces negativas de 
1(x) = 0 pueden calcularse cambiando los signos de las raíces po- 
sitivas de f(x) = 0. 

Existen otros métodos de aproximación de raíces (Bibliografía 
N0 49; págs. 151-180), como también reglas para reducir el tra- 
bajo en los procedimientos anteriores. Sin embargo, se ha presen- 
tado lo suficiente para indicar cómo se puede determinar cual- 
quiera raíz real de una ecuación polinomia real con una aproxi- 
mación de tantos lugares decimales como se desee. Para mayores 
detalles sobre éste y otros temas mencionados en este capítulo el 
lector puede consultar un texto sobre teoría de las ecuaciones, 

En el presente capítulo hemos examinado algunos métodos pa- 
ra encontrar los ceros de un polinomio en una variable; hemos 
presentado fórmulas para determinar las raíces de ecuaciones po- 
linomias de grados 1, 2, 3, y 4 (Cap. 1v, Secciones 5, 9, y 10) con 
coeficientes complejos; considerado las ecuaciones polinomias 
de grado arbitrario teniendo en cuenta sus raíces múltiples y las 
ecuaciones polinomias reales de grado arbitrario respecto de sus 
raíces racionales. El estudio de los polinomios y las ecuaciones po- 
linomias es la meta que nos habíamos propuesto alcanzar al ocu- 
parnos de nuestro sistema de números, de la teoría de los núme- 
ros y de la teoría de los polinomios, y aunque representa un avan- 
ce notable en nuestro propósito, no es de manera alguna la etapa 
final. A medida que progresamos en nuestro estudio se nos pre- 
sentaron oportunidades de dedicar especial atención y desarrollar 
interesantes conceptos. Hemos considerado solamente algunos con- 
ceptos fundamentales básicos dentro del vasto campo del álgebra. 
El camino está ahora expedito para abordar una gran variedad 
de materias de las cuales podremos seleccionar sólo algunas. 

Los tres capítulos restantes pueden leerse en cualquier orden 
según el interés del lector. El más importante es el Capítulo v 
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sobre matrices y determinantes y sus aplicaciones a la dependen- 
cia lineal, a la resolución de sistemas de ecuaciones lineales y a las 
transformaciones geométricas. El Capítulo vi contiene una aplica- 
ción importante de nuestras teorías algebraicas a los problemas 
clásicos de construcción en geometría y, en particular, una de- 
mostración de la imposibilidad de trisectar un ángulo arbitrario 
dado utilizando únicamente la regla y el compás. Por último, el 
Capitulo vn es una introducción a la representación gráfica de 
funciones, que corresponde, en cierto modo, al estudio de los con- 
juntos de funciones que figura en el Capítulo 1m. 


EJERCICIOS 


1. Calcular las raíces de x’ — $x* — 2x + 5 = 0, con una aproximación de 
cuatro cifras decimales. 

2. Calcular la raíz real de x’ + 2x + 20 = 0, con una aproximación de cinco 
cifras decimales. 

3. El asta de una bandera mide cien pies de altura y se halla a dicz pies de 
distancia de un poste de diez pies de altura. Si el asta se quiebra —sin que la 
sección superior se separe de la base— y de modo que toque el extremo superior 
del poste y roce la tierra, calcular la altura en que se quebró, 
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CAPITULO V 


Determinantes y matrices 


Los determinantes y las matrices tienen muchas aplicaciones prác: 
ticas en matemáticas y en otras ciencias. Examinaremos primero 
su desarrollo histórico (Cap. v-1), en seguida defimiremos los 
determinantes mediante matrices (Cap. v-2) y permutaciones 
(Cap. v-3 a Cap. v-6), estudiaremos algunas de sus propiedades 
(Cap. v-7 a Cap. v-10), y consideraremos varias de sus aplica- 
ciones, En particular, consideraremos el uso de los determinantes 
y de las matrices en la resolución de sistemas de ecuaciones linea- 
les (Cap. v-11 y Cap. v-12); en la dependencia lineal (Cap. v- 
13); en la geometría analítica (Cap. v-14); y en las transforma- 
ciones geométricas (Cap. v-15). 


v-1 DESARROLLO HISTORICO. La 
primera noción de un determinante se debió probablemente a 
Leibniz a fines del siglo diecisiete. El empleó símbolos análogos 
a nuestra actual notación de determinantes para simplificar las 
expresiones que se originan en la resolución de sistemas de ecua- 
ciones lineales. Por ejemplo, consideremos el sistema siguiente de 
ecuaciones lineales de dos variables: 


az + biy = Cn 
027 + by = a 


Si se multiplica la primera ecuación por +b,, la segunda por —b,, 
y si se suman las ecuaciones resultantes, obtenemos (a,b, — arb,)x 
= Gb, — Gb, o en la notación de los determinantes 
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a b a b 
a b ce bal” 


que puede resolverse respecto de x si a,b, — ab, 4 0. Este proce- 
dimiento fue expresado como una regla formal para sistemas de 
n ecuaciones lineales de n variables por Gabriel Cramer en 1750. 
Por consiguiente, este método se denomina la Regla de Cramer 
(Cap. v-11). Esta regla expresa una de las primeras aplicaciones 
básicas de los determinantes. 

Durante dos siglos, desde la formulación de la Regla de Cramer, 
los determinantes se usaron de muchas maneras. Algunas de estas 
aplicaciones se examinarán en el presente capítulo; muchas otras 
no pueden apreciarse hasta que el lector no haya estudiado la 
rama particular de las matemáticas en Ja cual se emplea. Bézout 
(1799) usó determinantes en su método de eliminación por me- 
dio de ecuaciones lineales. Sylvester (1840) empleó determinantes 
en su método dialítico de eliminación. Se ha reconocido el traba- 
jo de Vandermonde, Jacobi y otros en la teoría de los determinan- 
tes, asociando sus nombres con tipos especiales de determinantes. 
Por ejemplo, el determinante de Vandermonde (Ejercicio 22, Cap. 
v-9) puede usarse en la discusión de las raíces de una ecuación 
cúbica, Los determinantes wronskianos y jacobianos tienen impor- 
tancia en las teorías de matemáticas superiores. Los determinantes 
resultantes, eliminantes, alternantes, ortogonales, simétricos, orla- 
dos, son algunos de los muchos otros tipos de determinantes que 
tienen aplicaciones especiales en las teorías matemáticas. 

Cauchy (1815) y Jacobi (1841) aportaron valiosas contribucio. 
nes a la teoría general de los determinantes, Poco tiempo después, 
el concepto de una ordenación cuadrada denominada determinan- 
te se amplió y surgió el concepto completamente diferente de una 
ordenación rectangular denominada matriz. La matriz es hoy el 
concepto fundamental con numerosas aplicaciones teóricas y prác- 
ticas, Toda matriz cuadrada con elementos pertenecientes a un 
anillo tiene asociado un determinante. La teoría de los determi- 
nantes ha llegado a ser una parte de la teoría de las matrices. 
Restringiremos nuestro estudio de las matrices a los conceptos ne- 
cesarios en las aplicaciones a que nos hemos referido al comienzo 
de este capítulo. Otras aplicaciones y mayores detalles sobre la teo- 
ría pueden consultarse en textos tales como los N.os 9, 16, 39, 44 y 
49 de la Bibliografía. 
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v-2 MATRICES. Una matriz se define como una 
ordenación rectangular tal como 
12 7 
5 6 7 
y, en general, 
Gu My ay Gin 
dm An Uy Can 
(V—-1) an Gn Qa .. Gan | 
Ami Amo Am3 -> Amn 


donde los elementos ay pueden pertenecer a cualquier conjunto 
dado de números, de polinomios o pueden ser elementos de un 
anillo dado de elementos. Nos preocuparemos principalmente de 
matrices cuyos elementos sean números reales o polinomios. Tam- 
bién podrían considerarse matrices cuyos elementos pertenezcan 
a un anillo o a un campo arbitrario con sólo pequeñas modifica- 
ciones en nuestro presente estudio. 

La matriz (v-1) tiene m filas y n columnas. Se ha elegido la 
notación 44, de modo que el primer subíndice (índice de la fila) 
designa la fila y el segundo subíndice (índice de la columna) de- 
signa la columna en la cual se encuentra el elemento. Por ejemplo, 
Gu se encuentra en la primera fila y en la segunda columna; äs se 
encuentra en la tercera fila y en la primera columna; a, está en 
la ¡-ésima fila y en la j-ésima columna. 

Cuando m = n, tenemos una matriz cuadrada tal como 


ân de 


Qu Gg an 
p 
an A 


an an Asf 
Gu Uy an 


o, en general, 


Gn Ga la o... Gt 
(V—2) As Gs Ga... Ogn 
Ani An la . Can 


En el Cap. v-7 usaremos las permutaciones de los subíndices de 
los elementos y asociaremos un polinomio de jos elementos de una 
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cualquiera matriz cuadrada con un polinomio de los elementos de 
esa matriz. Este polinomio se denominará el determinante de la 
matriz. Si los elementos de una matriz cuadrada son números, 
el determinante de la matriz es también un número. 

El determinante de una matriz está definido sólo para ma- 
trices cuadradas y puede designarse empleando líneas rectas en 
lugar de los paréntesis cuadrados con que se designa una matriz. 
Por ejemplo, el determinante de la matriz 


an ax 
an an 
puede designarse por 
(V-3) an de] 
h n 
La matriz (v-1) puede también designarse por fau], i = 1, 2, 
s M; j = 1, 2, ..., n. La matriz cuadrada (v-2) puede designarse 


por [au], i j = 1, 2, ..., n o simplemente como [an Gn s an} to- 
mando en cuenta sus elementos con índices de fila y columna 
iguales, es decir, los elementos de su diagonal principal, El deter- 
minante de (v-2) puede designarse empleando líneas rectas como 
en (v - 3); o también por |as], i 1,2, ...,n; o también por |a 
Gs) +=, Gn]. Presentamos estas tres notaciones para matrices y de- 
terminantes con el objeto de facilitar la consulta de otros textos 
sobre matrices y determinantes. Desgraciadamente, la notación ma- 
temática no se ha uniformado bien. Con todo, el conocimiento de 
las diferentes notaciones que hemos señalado permitirá al lector 
reconocerlas rápidamente en cualquier otro texto. Nosotros em- 
plearemos, en las tres notaciones, líneas rectas para los determinan- 
tes y paréntesis cuadrados para las matrices, 

Hasta aquí hemos definido una matriz y hemos señalado que, 
por medio de permutaciones, puede asociarse un determinante a 
toda matriz cuadrada. En algunas de las secciones que siguen de- 
finiremos y estudiaremos algunas propiedades de las permutaciones, 


EJERCICIOS 


l. Escribir cinco matrices. 
2. ¿Se pueden asociar determinantes con alguna de las matrices dadas en el 
Ejercicio 1? Indicar estos determinantes en los casos en que sea posible. 
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3. Dar ejemplos de cuatro matrices cuadradas y designar cl determinante 
asociado con cada una de ellas. 

4. El orden de una matriz cuadrada (Cap. v-7) es igual al número de ele- 
mentos de su diagonal principal. Indicar el orden de cada una de las matrices 
dadas en el Ejercicio 3. 

5, Dar ejemplos de tres matrices cuadradas de diferente orden. 

6. Designar de tres maneras ct determinante de la matriz [G;5, ás 435, 4]. 

7. Dar un ejemplo de una matriz de tercer orden, cuyos elementos sean nú- 
meros complejos. 

8. Dar un ejemplo de una matriz de tercer orden, cuyos clementos sean 
polinomios en x de grado positivo. 

9. Proponer matrices que tengan una de las siguientes propiedades: (a) dos 
filas y tres columnas; (b) una fila y tres columnas; (c) tres filas y uma colum- 
na; (8) una fila y una columna, 


v-3 PERMUTACIONES. Se llaman permuta- 
ciones de un conjunto dado cualquiera, las diferentes disposicio- 
nes en que se pueden ordenar, en una fila, los elementos del con- 
junto. Por ejemplo, dados los enteros 1 y 2, tenemos dos permu- 
taciones 1, 2 y 2, 1; dados los enteros 1, 2, 3, tenemos seis permu- 
taciones 123, 132, 213, 281, 321 y 812 en las que se han suprimido 
las comas por comodidad. Omitiremos estas comas cada vez que 
sea posible sin producir confusión al lector. Sin embargo, dados 
dos enteros tales como 11 y 17, no podremos, por supuesto, omitir 
las comas al escribir las dos permutaciones 11, 17 y 17, 11. 

Consideremos el número P, de permutaciones de un conjunto 
dado de n elementos distintos. P, = 2, ya que dos elementos cuales- 
quiera a y b pueden disponerse de dos maneras: ab y ba. Puede 
introducirse un tercer elemento c en cada una de estas dos permu- 
taciones, de tres maneras: antes de cada elemento o después de 
ambos, resultando así 3 - 2 = 6 permutaciones de los tres ele- 
mentos. Se escribe P, == 3! De modo análogo, dado cualquier en- 
tero positivo k, se puede introducir un elemento adicional en cada 
una de las permutaciones de k elementos en k + 1 maneras dife- 
rentes: antes de cada elemento y después de todos ellos. De esta 
manera, si P, denota el número de permutaciones de k elementos, 
entonces Pu. = (k + 1)P,. Por eso P, = 4l, P, = 5l, nn Pa = n! 
para todos los valores enteros positivos de n (Ejercicio 1). 

Hasta aquí hemos definido una permutación como una orde- 
nación lineal, tal como 
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123456780910 11 12 


en contraste con una ordenación circular (como por ejemplo en 
un reloj, Fig. v-1) u otra ordenación de cualquier conjunto dado 
de elementos, 


Fic, v—l 9 3 


Consideraremos, en seguida, un orden (permutación) del con- 
junto dado de elementos como su orden natural y todas las per- 
mutaciones de estos elementos se considerarán con respecto a su 
orden natural. Por ejemplo, es costumbre admitir que el orden 
natural de cualquier conjunto de números enteros positivos con- 
secutivos, es el orden que se usa al contar; que el orden natural de 
cualquier conjunto finito de números reales es el orden creciente 
de sus valores numéricos; que el orden natural de cualquier con- 
junto de letras de un alfabeto es su orden alfabético. Por eso con- 
sideraremos que cada una de las permutaciones 


(V-4) 12345, 3567, acflım 


se encuentran en su orden natural, Por la misma razón, cada una 
de las permutaciones 


(V-5) 21345, 3576, afchm 


se encuentra en una disposición diferente de su orden natural, Es- 
ta diferencia, o sea la relación entre dos permutaciones tales como 
12345 y 21345 de un conjunto dado de elementos, puede expre- 
sarse por medio de inversiones (Cap. v-4). 


EJERCICIOS 


1. Hacer una demostración completa por inducción matemática (Cap. 1-4) de 
que P, = n? para cualquier entero positivo n. 

2. Hacer una lista de todas las permutaciones del conjunto de letras cat. 

3. Hacer una lista de las 24 permutaciones del conjunto de letras duck. 
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V-4 INVERSIONES. Doselcmentos cualesquiera, sean 
adyacentes o no, que se encuentran en su orden natural en una 
permutación constituyen una permanencia; dos elementos cuales- 
quiera que se encuentran en un orden que no es su orden natural 
constituyen una inversión. Por ejemplo, la permutación l, 2 se 
denomina una permanencia; 2, 1 es una inversión. Dada una per- 
mutación daecb, y aceptando que el orden alfabético es cl orden 
natural, tenemos permanencias de, ae, ac, ab, e inversiones da, de, 
db, ec, eb, cb. Dada una permutación cualquiera, podemos deter- 
minar las permanencias y las inversiones como se hizo anteriormen- 
te, considerando el primer elemento con cada uno de los otros cle- 
mentos; el segundo elemento con cada uno de los elementos que le 
siguen; el tercer elemento con cada uno de los elementos siguien- 
tes, .. De esta manera podemos asociar con cada permutación 
un entero único no negativo que es el número de inversiones de 
la permutación. Es así como cualquiera permutación dada puede 
clasificarse como par o impar según que el número de inversiones 
de la permutación sea par o impar. Todas las permutas 
(v- 4) se encuentran en su orden natural y son permutaciones pa- 
res, dado que no tienen inversiones (cero es un número par). To- 
das las permutaciones de (v-5) son permutaciones impares, dado 
que contienen exactamente una inversión. Dado que toda permu- 
tación de cualquier conjunto dado de elementos es par o impar, 
nos referiremos a Ja clase de las permutaciones pares y a la clase 
de permutaciones impares. 
Dada la permutación 4132, podemos considerar las diferencias 
1 — 4, 8 — 4, 2 — 4, 3 — l, 2 — l, 2 — 3 y encontrar que cuatro 
de estas diferencias son negativas, La permutación tiene cuatro in- 
versiones y es par. En general, si asociamos un número positivo 
con cada permanencia y un número negativo con cada inversión, 
entonces el producto de todos estos números que resultan de una 
permutación dada es positivo si la permutación es par, y negativo 
si la permutación es impar. Ya que un entero k precede a un en- 
tero m en su orden natural si y sólo si m — k es positivo, un par 
de números km es una permanencia si m — k es positivo, y es una 
inversión si m — k es negativo. Por consiguiente, dada una permu- 
tación cualquiera de números, podemos considerar el signo del pro- 
ducto R de las diferencias obtenidas al restar cada elemento de 
la permutación ordenamente de cada uno de los clementos que 
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le siguen. Por ejemplo, dada la permutación 4132, formamos el 
producto de las diferencias a que se ha hecho referencia y encon- 
tramos que: 

R= (1-4) (3-4) 2-4) (8-1) (2-1) (2-3) espo- 
sitivo y como se vio anteriormente, la permutación 4132 es par. 

Dada la permutación 1432, encontramos que: 

R= (1-1) (8—1) (2—1) (3-4 (2-4) (2-3) es ne- 
gativo y la permutación 1432 es impar. Esta permutación impar 
1432 puede obtenerse de la permutación par 4132, intercambiando 
los elementos 1 y 4. En gencral, encontraremos (Teorema V-4) que 
el intercambio de dos elementos cualesquiera de una permutación 
(es decir, una transposición) cambia la clase de la permutación de 
par a impar o de impar a par. En la sección siguiente demostrare- 
mos cl resultado anterior para el caso de transposiciones de ele- 
mentos adyacentes. También demostraremos que cualquiera per- 
mutación de un conjunto dado de elementos puede obtenerse del 
conjunto de elementos tomado en su orden natural mediante una 
sucesión de transposiciones de elementos adyacentes. 


EJERCICIOS 


1. Hacer una lista de las inversiones que hay en las siguientes permutaciones: 
7132, 71452, 036421, 192837465. 
icar cada una de las permutaciones del Ejercicio 1 en pares o impares 
ido el número «de inversiones; (b) teniendo en cuenta cl signo del 
producto de las diferencias 2- 

3. Indicar la transposición que se ha efectuado en cada una de las tres 
permutaciones de (v4) para obtener las permutaciones correspondientes de 
w5). 

4. Emplear el simbolo de producto TI como en el caso especial 


Gi- an = r) =)= Il (r-a) 


515/53 
y nótese que para la permutación x:XeX, . . . Xy se tiene 
R= ll @ -23 


1S1<)Sn 
Este resultado puede escribirse también en la forma 


R= TTI (z; = 2,). 


i=l j=2 
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v.5 TRANSPOSICIONES. Una transposi 
(ab) se define como el intercambio de dos elementos cualesquiera 
a y b en una permutación. En esta sección nos preocuparemos, 
principalmente, de las transposiciones de elementos adyacentes. Da- 
da la permutación 4132, podemos valernos de la sucesión de trans- 
posiciones de elementos adyacentes: 


(V-6) (14), (23), (24), (34) 
para obtener la sucesión de permutaciones: 
(V-7) 4182, 1432, 1423, 1243, 1234, 


que comienza con la permutación dada y termina con los elemen- 
tos en su orden natural. Aunque esto puede hacerse de varias ma- 
neras, por conveniencia hemos considerado, simplemente, los nú- 
meros 1, 2, 3, 4 en orden y en la permutación hemos conseguido 
que cada uno quede en el lugar que le corresponde. En general, 
dada cualquiera permutición de los elementos a, a, ú, ..., aw 
como 


(V -8) as Asg Oya + Aja 


el elemento a, debe figurar entre los As. Si @ = Gm, bastará una 
sola transposición (a,:,) para colocar a, en el lugar correspondi 
te (respecto al orden natural de sus elementos). Si a, = dy, pue- 
den hacerse dos transposiciones de elementos adyacentes (api) y 
(a,a,). En general, si a, = As, se pueden hacer k—1 transposiciones 
de elementos adyacentes. Análogamente, una vez obtenido a, co- 
mo el primer elemento, podemos considerar la nueva permutación 
de la forma: 


Ale 


` Aent 


donde a; = a,,, y pueden hacerse s — 1 transposiciones de elemen- 
tos adyacentes para obtener la permutación: 


AAN Aan o ines 


Ya que la permutación (v-8) contiene solamente un número finito 
de elementos, este procedimiento puede continuarse hasta que to- 
dos los elementos estén en su orden natural. Estudiaremos, en 
primer lugar, permutaciones de un número finito de elementos, 
es decir, permutaciones finitas, ya hemos demostrado: 
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TEOREMA v-l. Los elementos de cualquiera permutación finita 
pueden obtenerse en su orden natural por medio de una su- 
cesión finita de transposiciones de elementos adyacentes. 


La sucesión de permutaciones (v-7) resulta al usar la sucesión 
de transposiciones (v-6) para obtener los elementos de la permu- 
tación 4132 en su orden natural, Consideremos abora el problema 
de obtener la permutación 4132 del orden natural de sus elementos 
1234, Sí comenzamos con la permutación 1234, el intercambio de 
1 y 4 como se señala en (v-6) no representa una transposición de 
elementos adyacentes en la permutación. Sin embargo, si se emplea 
la sucesión de transposiciones: 


(34), (24), (23), (14). 


que resulta de considerar la sucesión de transposiciones (v-6) en 
orden inverso, obtenemos las permutaciones: 


1234, 1243, 1423, 1432, 4132, 


es decir, la sucesión (v-7) en orden inverso. En general, se tiene 


TEOREMA v-2. Si en una permutación dada se puede emplear una 
sucesión ordenada S de transposiciones de elementos adyacen- 
tes para obtener los elementos de esta permutación en su or- 
den natural, entonces, la sucesión de transposiciones que resul- 
ta de emplear las transposiciones de la sucesión S en orden in- 
verso puede aplicarse a la permutación de los clementos en su 
orden natural con el objeto de obtener la permutación dada, 


La demostración de este teorema es una consecuencia inmediata 
(Ejercicio 3) de dar por aceptada la sucesión $, de admitir la su- 
cesión correspomliente de permutaciones y del hecho de que las 
transposiciones (ab) y (ba) tienen el mismo efecto en la permuta- 
ción. 

Dada cualquiera permutación (v-8) consideremos el efecto de 
una transposición de elementos adyacentes (an&su) en la clase (par 
o impar) de la permutación dada. Para cualquier r < kor > k+ 
1 el orden de ay, y de as, como también el orden de ap, y de asu no 
se altera con la transposición. Por consiguiente, el único efecto so- 
bre la clase de la permutación se produce al reemplazar 4,4321 por 
Amaya Este reemplazo introduce una nueva inversión si 2yx%jx0 era 
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una permanencia, y hace desaparecer una inversión si pjs: era 
una inversión. Por consiguiente, una sola transposición de elemen- 
tos adyacentes hace variar siempre el número de inversiones en 
una y se tiene 


TEOREMA v-3, Una sola transposición de dos elementos adyacentes 
de una permutación cualquiera hace variar la clase de la per- 
mutación. 


Los tres teoremas anteriores pueden usarse en varios de los ejer- 
cicios siguientes para indicar relaciones entre la clase de una per- 
mutación y ciertas sucesiones de transposiciones de sus elementos. 
En la sección que sigue encontraremos que se verifican relaciones 
muy análogas cuando los elementos permutados no son necesaria- 
mente adyacentes en la permutación. 


EJERCICIOS 


1. Indicar una sucesión de transposiciones de elementos adyacentes que pue- 
da usarse en cada una de las siguientes permutaciones para colocar los elementos 
«le ellas en su orden natural: 8214, adcb, 152034, ptgsr. 

2. Repetir el Ejercicio 1 para las permutaciones 152634 y ptgs», de varias 
maneras, 

3. Demostrar el Teorema v-2. 

4. Proponer por lo menos tres sucesiones diferentes de transposiciones de 
elementos adyacentes que puedan usarse para obtener la permutación 4132 de 
1234. 

5. Proponer una sucesión de transposiciones de clementos adyacentes para 
cada una de Jas permutaciones del Ejercicio 1 y que puedan usarse para obtener 
la permutación a partir del orden natural de sus elementos. 

6. Repetir de varias maneras el Ejercicio 5 para lus permutaciones 152634 
y ptgsr. 

7. Demostrar que para cualquier entero positivo n podemos obtener cual- 
quiera permutación dada de n clementos 2 partir de la permutación de sus 
elementos en su orden natural, mediante una sucesión de a lo sumo n(n — 1)/2 
transposiciones de elementos adyacentes, 

8, Verificar que cada una de las permutaciones impares de los Ejercicios 1, 
2, 4, 5, 6, ha sido permutada hasta obtener el orden natural de sus elementos o 
se ha obtenido a partir del orden natural de sus elementos mediante un número 
impar de transposiciones. Repetir este ejercicio para las permutaciones pares. 

9. Demostrar que todas las permutacionesde Gy ās . . . , a, pueden obtenerse 
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empleando solamente transposiciones de la forma (a,a,), en donde n es fijo y j 
puede tomar los valores 1,2, +. . , n-}. 

10. ¿Es siempre posible obtener una permutación par a partir del orden 
natural de sus clementos mediante un número impar de transposiciones de ele- 
mentos adyacentes? Explicar. 

1H. Demostrar que para n mayor que 1 son pares exactamente la mitad de 
las n? permutaciones. 

12. Hacer una segunda «demostración del Teorema 
como en el Cap, v-4, Ejercicio 4. 


por medio de R tal 


v-6 PERMUTACIONES PARES E IM- 
PARES, Hemos visto en el Capítulo v-4 cómo calcular el 
número de inversiones de cualquiera permutación dada y cómo 
clasificar la permutación en par o impar, según que el número de 
inversiones sea par o impar. También hemos visto en el Capítulo 
v-5 que cualquiera permutación dada puede obtenerse de o trans- 
formarse en una permutación de los elementos en su orden natn- 
ral mediante una sucesión de transposiciones de elementos adya- 
centes. Dado que cada transposición se asocia (Teorema v-3) en 
este procedimiento con una sola inversión, toda permutación ¡por 
puede obtenerse de o transformarse en el orden natural de sus 
elementos mediante un número par de transposiciones de clemen- 
tos adyacentes (Teoremas v-1 y v-2). Análogamente, toda permuta- 
ción impar puede obtenerse de o transformarse en el orden na- 
tural de sus elementos mediante un número impar de transposi- 
ciones de elementos adyacentes. Demostraremos, ahora, que cual. 
quiera transposición, es decir, cualquier intercambio de dos ele- 
mentos (adyacentes o no), de una permutación, puede obtenerse 
mediante un número impar de transposiciones de elementos adya- 
centes. Por consiguiente, demostraremos que cualquiera transposi- 
ción de los elementos de una permutación cambia la clase de la 
permutación. 

Dada cualquiera permutación, sabemos que (Teorema v-3) el 
intercambio de dos elementos adyacentes cambia la clase de la per- 
mutación. El intercambio de dos elementos separados por un solo 
elemento entre ellos, puede efectuarse mediante tres transposicio- 
nes de elementos adyacentes. Por ejemplo, las transposiciones: 


(ab) (ac) (bc) 
y232( 


v6 Permataciones pares e impares 


pueden utilizarse para cambiar entre sí los elementos a y c en la 
permutación abc. La sucesión correspondiente de permutaciones es 


abc, bac, bca, cba. 


El intercambio de dos elementos de una permutación que tenen 
entre sí dos elementos, puede efectuarse mediante cinco transposi- 
ciones de elementos adyacentes. Por ejemplo, a y d en abcd pue 
den cambiarse entre sí por medio de la sucesión de transposiciones: 


(ab) (ac) (ad) (cd) (bd) 
que determina la sucesión de permutaciones: 
abcd, bacd, bcad, beda, bdca, dbra 


En general, el intercambio de dos elementos de una permutación 
que tienen entre sí k elementos puede efectuarse mediante 2k -4 
1 transposiciones de elementos adyacentes (Ejercicio 1). De aquí 
que, de acuerdo con el Teorema v-3, se pueda cambiar la clase 
de cualquiera permutación por medio de un solo cambio de dos 
cualesquiera de sus elementos. En otras palabras, hemos demostrado 


TEOREMA V-4, La clase de una permutación cualquiera se cam- 
bia por medio de una transposición cualquiera de sus elementos. 


Podemos valernos del producto de las diferencias (Ejercicio 2) 
tal como en el Ejercicio 4, Capítulo v-4, para hacer una segunda 
demostración del Teorema v4. Este teorema se necesitará en el 
Capítulo v-8 para la demostración de una de las propiedades bá- 
sicas de los determinantes. Ahora nos apartaremos de nuestra dis- 
cusión de las propiedades de las permutaciones para estudiar el 
empleo de las permutaciones en la definición del determinante 
de una matriz cuadrada. 


EJERCICIOS 


1. Demostrar que en una permutación se puede efectuar el cambio de dos 
elementos que tengan entre sí k clementos por medio de 2k + 1 transposiciones 
de elementos adyacentes. 

2. Emplécse el método del Ejercicio 12, Cap. v-5. para proponer una segunda 
demostración del Teorema v-4. 

3. Demostrar que puede obtenerse una permutación cualquiera dada de n 
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los del orden natural de sus elementos por medio de una sucesión de a 
lo más n — 1 trausposiciones. 

4. En el Teorema v-2, reemplácese “transposición de elementos adyacentes” 
por “transposición” y demuéstresc el teorema que resulta. 

5. Considérense transposiciones arbitrarias de elementos (no necesariamente 
adyacentes) de la permutación 123 y demuéstrese que la permutación que resulta 
depende del orden en que se efectúen las transposiciones, es decir, que la aplic 
ción de una sucesión de tramsposiciones no es necesariamente una operación 
conmutativa. 


elem 


6. Valiéndose de las sucesiones de transposiciones (21), (24); (48). (42), 
(11), (28); (24), (14) y del orden natural 1234, demostrar que la permutación 
4132 puede obtenerse del orden natural por medio de varias sucesiones diferentes 
de transposiciones. 

7. Citar por lo menos cuatro sucesiones diferentes de tramsposiciones que 
puedan emplearse para obtener la permutación 1234 de 4132, 

8. Indicar vatios ejemplos de sucesiones de tramsposiciones que (a) sean 
conmurativas; (b) no sean conmutativas. 


v-7 DETERMINANTES. En esta sección con- 
sideraremos un procedimiento explícito para escribir el deter- 
minante de cualquiera matriz cuadrada, Como se señaló en el Cap. 
v-2, el determinante de una matriz cuadrada se define como un 
polinomio en los elementos de la matriz, Este polinomio puede 
obtenerse de diferentes maneras. Nos preocuparemos, principal- 
mente, de dos de estos métodos: el desarrollo de un determinante 
de una matriz cuadrada con respecto a una fila y el desarrollo de 
un determinante de una matriz cuadrada con respecto a una co- 
lumna. Estos desarrollos difieren solamente en el método empleado 
para obtener los términos del polinomio. En el Capítulo v-8 se 
demostrará que son equivalentes, 

Estrictamente hablando, el desarrollo de un determinante de 
una matriz cuadrada respecto de una fila puede definirse como la 
suma algebraica de todos los productos posibles que se obtienen 
al tomar uno y sólo un factor de cada fila y columna de la matriz, 
en donde cada producto se encuentra precedido de un signo más 
o de un signo menos, según que el número de inversiones de los 
índices de columna de los factores sea par o impar y en donde Jos 
índices de fila se encuentran en su orden natural (ver Bibilografía 
N? 16, pág. 3). Consideremos unos cuantos ejemplos de esta dc- 
finición. 
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Dada cualquiera matriz cuadrada de dos filas y dos columnas: 


(va) E e], 
dar n, 


Podemos designar el determinante de esta matriz por: 


(v-10) an le 

m m 
y buscar el desarrollo del determinante con respecto a la Fila. Sien- 
do asi (v-10) representa el determinante de (v-9) y (v-9) es la 
matriz de (v-10). Por definición, el determinante de (v-9) es el 
polinomio anin — aniu. 

Conforme a la definición anterior del desarrollo de un determi- 
nante con respecto a una fila, podemos elegir cualquier elemento, 
como ser Gn, y tomar junto con él un elemento que no se encuentre 
en la misma fila ni en la misma columna que a, en la matriz del 
determinante, En otras palabras, si elegimos a, tachamos la pri- 
mera fila y la primera columna. 


ial 


y elegimos un elemento de entre los restantes. En el caso de (v- 
10) queda sólo un elemento, y obtenemos el producto dnd. En 
general, se repite el procedimiento tachando la fila y la columna 
«del nuevo elemento elegido hasta que quede un solo elemento. 
Una vez elegido el producto 4,4. en (v-9) o en (v-10), queda 
únicamente otro producto aw. Cada uno de estos productos pue- 
de escribirse de dos maneras: näs O bien Alu y 4x4 O bien anda. 
Conforme a la definición anterior, tomaremos estos productos en 
las formas aslin Y 40, en donde los índices de la fila (los primeros 
subíndices), se encuentran en su orden natural. En seguida, to- 
maremos cada producto con un signo más si el índice de la co- 
lumna (segundo subíndice), forma una pcrmutación par, y con 
signo menos si el índice de la columna forma una permutación im- 
par. Por consiguiente, el determinante de (v-9) puede expresarse 
como: 


vn 


asto — An 
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Si hubiéramos comenzado con un elemento diferente, como ser, as 
en vez de an, habríamos obtenido una expresión equivalente, tal 
COMO — 4d; + Ann, del desarrollo del determinante con respecto 
a la fila. 

Antes de considerar otros ejemplos de la definición anterior, 
vamos a definir el orden de una matriz cuadrada, Se denomina 
orden de una matriz cuadrada su número de filas (o columnas). 
Por cso (v-9) es una mamiz de orden 2 y (v-2) es una matriz de 
orden n, Análogamente (v-10), representa un determinante de or- 
den 2 y, en general, el orden del determinante de una matriz cua- 
drada es el mismo que el orden de la matriz. 

Hemos aplicado la definición anterior del desarrollo de un 
determinante con respecto a una fila a determinantes de orden 2. 
Un determinante de orden 3 puede desarrollarse «nálogamente 
(Ejercicio 1) por medio de 3! = 6 productos de tres factores cada 
uno de la siguiente manera: 


an an as 
(V-12) |an an an| = auants— Ainan + aaan — Graus 
0 an an F Gaana — nants. 


El polinomio de (v-11) puede expresarse en la forma 
bo Cs io 


en donde 3 es cl símbolo de la suma, y donde se suma 2! 2 
permutaciones de los segundos subíndices, Y Es se toma como + 
1 o — l, según que la permutación de los segundos subíndices sea 
par o impar con respecto al orden natural de los enteros positivos. 
Análogamente, el polinomio de (v-12) puede expresarse en la 
forma 


2 Cri Ai 


donde se suman las 31 = 6 permutaciones de los segundos subíndi- 
ces. En gencral, el desarrollo del determinante (v-2) de una ma- 
triz de orden n con respecto a la fila puede expresarse en la forma 


(V-18) Deri... A 


donde se suman las n! permutaciones de los segundos subíndices y 
las e son, como anteriormente, + 1 0 — 1, según que las permu- 
taciones de los segundos subíndices sean pares o impares. Dado 
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que este desarrollo general de un determinante de orden » es un 
polinomio que implica únicamente operaciones de anillo entre 
los elementos del determinante, podemos esperar encontrar una 
interpretación a los determinantes y matrices de elementos pertene- 
cientes a cualquier dominio de integridad (véanse los párrafos de 
la introducción al Capítulo n). Las matrices y determinantes más 
comunes de las matemáticas elementales tienen por elementos nú- 
meros reales arbitrarios. Supondremos que este es el caso en la 
mayor parte de este capítulo, pero consideraremos también algunas 
aplicaciones de matrices cuyos elementos son polinomios. Las ma- 
trices cuyos elementos son números complejos desempeñan un pa- 
pel importante en las teorías de matemáticas superiores. 

En la sección siguiente consideraremos tres propiedades de los 
determinantes que, especialmente en el caso de n > 3, suelen per- 
mitirnos simplificar el método formal anterior para desarrollar un 
determinante dado, Para n = 2 se obtiene mente el polino- 
mio (v-11) como el producto de los elementos de la diagonal prin- 
cipal (de índices iguales), disminuido en el producto de los ele- 
mentos de la diagonal secundaria. Para n = 3 existe también un 
método análogo en el que se emplean líneas diagonales. Ya que 
muchos lectores han empleado previamente el método de (v-14), 
lo hemos mencionado con el objeto de insistir eu que no existe un 
método análogo para n mayor que 3. Para n = 3 se puede copiar 
nuevamente las dos primeras columnas de la manera siguiente: 


aus Gay Quy|da an 
(v-14) da n GO 0% 
Gu la Anjan Ar 
y sumar los productos de los elementos sobre las diagonales para- 
lelas a la diagonal principal 


AA 4 Aan Y Arles 


y de éstos sustraer la suma de los productos de los elementos sobre 
las diagonales paralelas a la diagonal secundaria, es decir, sumar 
los productos negativos 


— Qulnla — Alls — AA. 


Sin embargo, este método daría sólo 2n = 8 términos del poli- 
nomio para determinantes de orden 4, en circunstancias en que se 
necesitan n! = 24 términos. En general, el método anterior de las 


12371 


Meserve / Conceptos fundamentales do álgebra 
diagonales (v-14) puede utilizarse solamente para determinantes 
de orden menor o igual a 3. Para determinantes de todos los ór- 
denes pueden usarse otros métodos más adecuados (Cap. v-9 y 
Cap. v-10) y se recomiendan en lugar de aquel de (v-14) para de- 
terminantes de orden 3, 


EJERCICIOS 
1. Obtener cl desarrollo de un determinante (v-12), con respecto a la fila, 


valiendose de la definición formal del mismo. 
2. Encontrar el desarrollo con respecto a la fila de 


1 2] y de [2 3], 
34 46 
3 Encontrar el desarrollo con respecto a la fila de 
F 123 

1 :0 1i 
212 

4. Encontrar el desarrollo con respecto a la fila de 
2 15 
3 -2 2|. 
l-10 


5. Escribir una matriz general de orden 4 por medio de (v-2) haciendo 
n = 4 Encontrar el desarrollo del determinante de esta matriz con respecto a 
la fila. 

6, Encontrar y simplificar el desarrollo con respecto a la fila de 


1281 
2.08 
FSI 
1010 


7. Definir el desarrollo del determinante de una matriz cuadrada con res- 
pecto a la columna cambiando la palabra “fila” por “columna” en la definición 
del desarrollo de un determinante con respecto a la fila. 

8. Repetir el Ejercicio 2, haciendo el desarrollo con respecto a la columna. 

9. Encoutrar el desarrollo del determinante de (v-9) con respecto a la co: 
tumna y compararlo con et desarrollo con respecto a la fila. 

10. Encontrar el desarrollo de (v-12) con respecto a la columna y comparar: 
lo con €l desarrollo con respecto a la fila. 

11. Repetir los Ejercicios 3 y 4, haciendo el desarrollo con respecto a la 
columna. 

12. Encontrar el desarrollo de una matriz general de orden 4 con respecto 
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a la columna y compararlo con el desarrollo con respecto a la fila que se obtuvo 
en el Ejercicio 5. 
13. Repetir el Ejercicio 6, haciendo el desarrollo con respecto a la columna, 
14, Expresar los desarrollos de matrices cuadradas de orden 2, $, 4, y n con 
respecto a la columna, valiéndose de la notación para ła suma como en (V-18). 


v-8 PROPIEDADES DE LOS DETER. 
MINANTES. En esta sección emplearemos los desarrollos 
con respecto a la fila 


(V-15) Gies — Qals 


(V-16) Alan — An F Aaa — Ainan A Aa — 
Qualls 


para los determinantes (v-11) y (v-12) de matrices generales de 
segundo y tercer orden para ilustrar tres propiedades básicas de los 
determinantes. Emplearemos la palabra línea de una matriz para 
indicar indistintamente una fila o una columna. Esta notación es 
muy útil para el caso en que una proposición se aplique por igual 
a filas y columnas. 

Cada término del polinomio (v-15) tiene exactamente un fac- 
tor con el primer subíndice 1, es decir, cada término tiene exacta- 
mente un factor que pertenece 2 la primera fila de la matriz del 
determinante. Análogamente, cada término tiene exactamente un 
factor de la segunda fila, de la primera columna, de la segunda co- 
lumna, En consecuencia, cada término del desarrollo con respecto 
a la fila (v-15) tiene exactamente un factor de cada línea de la 
matriz del determinante (v-11). En otras palabras, el desarrollo 
con respecto a la fila (v-15) es lineal y homogéneo en los elemen- 
tos de cada línca de la matriz del determinante. 

Esto mismo se puede afirmar con respecto al desarrollo (v-16) 
del determinante (v-12) con respecto a la fila. Cada término del 
desarrollo con respecto a la fila contiene exactamente un factor 
perteneciente a cada línea de la matriz del determinante, es de- 
cir, el desarrollo con respecto a la fila es lineal y homogéneo en 
los elementos de cada línea de la matriz del determinante. Nues- 
tra primera propiedad básica de los determinantes resulta al expre- 
sar esto mismo para determinantes de cualquier orden n. 
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PROPIEDAD A. El desarrollo de un determinante con respecto a 


la fila es lineal y homogéneo en los elementos de cada línea de 
su matriz. 


Utilizaremos, en seguida, esta propiedad y consideraremos unos 
cuantos métodos particulares de desarrollar el determinante ge- 
neral de tercer orden (v-12). Si en el determinante (v-16) reuni- 
mos los coeficientes de los elementos de la primera fila del deter- 
mínante, tenemos: 


Anas — Ana 


(V-17) AnlAudas — anan) — Aulas — ünan) Y as » 
en donde se ha sumado el término que contiene a si 1 + j es par 
y se ha restado si 1 + j es impar. La importancia de esta conven- 
ción se apreciará luego al estudiar determinantes menores de ele- 
mentos, 

El desarrollo (v-17) se denomina un desarrollo respecto de los 
elementos de la primera fila de la matriz del determinante, Análo- 
gamente, el determinante general de tercer orden puede desarro- 
llarse respecto de los elementos de cualquiera línea de la matriz 
del determinante (Ejercicio 1). 

Si los elementos de la primera fila de la matriz de (v-12) son 
todos cero, es decir, au = A» = ün = 0, entonces el desarrollo (v- 
17) es cero. Ya que cualquier determinante puede expresarse por 
medio de los elementos de cualquiera línea de la matriz del de- 
terminante, valiéndonos de la Propiedad A, tenemos 


TEOREMA V-5. Si todos los elementos de una línea de una ma- 
triz cuadrada son iguales a cero, su determinante es cero, 


Volviendo a (v-17) veremos que el coeficiente de a, es preci- 
samente el desarrollo del determinante que se obtiene tachando 
en (v-12) la fila y la columna correspondiente a an. Lo mismo 
ocurre para a, y, con excepción del signo, para as. En general, 
denominaremos el menor de un elemento de una matriz cuadrada 
de orden n, al determinante de orden n — 1 que se obtiene ta- 
chando la fila y la columna correspondiente al elemento. En segui- 
da denominaremos cofactor A,, de un elemento a, al coeficiente de 
a,, en el determinante (v-13). Ya hemos observado que los cofacto- 
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res de a., y de a, en (v-17) son iguales a sus menores, en circuns- 
tancias de que el cofactor de a,» es el negativo del menor de aquel 
elemento. De acuerdo con la Propiedad C y con (v-13) podemos 
probar en el Ejercicio 15 de esta sección y mediante otro método 
en el Ejercicio 4, Capítulo v-10, que el cofactor de cualquier 
elemento as, es (—1)** veces el menor de a+. 

Valiéndonos de la definición anterior de cofactor, el desarrollo 
de un determinante de orden n puede expresarse: 


Gn + unân 4- - + Ol 


por medio de los menores de los elementos de la primera fila de la 
matriz del determinante, o también por medio de los menores de 
los elementos de la fila +ésima, 


(V -18) auða + Cada +... + Sud o también 
(V-19) ayåy + ayåy + -+ anAn 


por medio de los menores de los elementos de la columna ș-ésima. 
Es costumbre hablar del desarrollo de un determinante por medio 
de los menores de sus elementos en la forma que se acaba de seña- 
lar, en lugar de hablar de cofactores para referirse a los menores 
tomados con el signo que les corresponde. El Teorema v-5 pudo 
haberse postergado para introducirse aquí como consecuencia in- 
mediata de estos desarroJlos. 

Si cada elemento de la primera fila de la matriz (v-12) se mul 
tiplica por k, entonces an, Ga, Au de (v-17) se reemplazan por kay, 
kam, has y el determinante de la matriz ha quedado multiplicado 
por k. De la misma manera, de (v-18) y de (v-19), se obtiene 


TEOREMA V-6. Si los elementos de cualquier línea de una ma- 
triz se multiplican por k, entonces su determinante queda mul- 
tiplicado por k. 


Este teorema nos asigna el derecho de sacar un factor común 
de cualquiera línea de la matriz de un determinante y de multi- 
plicarlo por el determinante de la nueva matriz. Por ejemplo, se 
tiene 
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k 3 =2|i 3 el il Ss 


EJ Teorema v-6 puede demostrarse también directamente del 
desarrollo (v- 13) y de la Propiedad A (Ejercicio 8). 

Las otras dos propiedades básicas de los determinantes pueden 
ilustrarsc, respectivamente, mediante el intercambio de filas y co- 
lumnas en la matriz de un determinante 


an e “lo Sa 
On Ue aun Qn 


y mediante el intercambio de dos filas de la matriz de un deter- 
minante, cambiando el signo del determinante: 


Qu anjo _ |an am] 
la an au an 


Estas propiedades constituirán la base de los procedimientos para 
simplificar el desarrollo de un determinante (Cap. v-9). El tér- 
mino identidad se define en el Cap. 1-4 en el sentido en que se 
usa en el siguiente enunciado: 


PROPIEDAD B. El desarrollo de un determinante de una matriz 
cuadrada con respecto a una fila es idéntico al desarrollo del 
determinante respecto de una columna. 


PROPIEDAD €. El intercambio de dos lineas paralelas cualesquie- 
ra en una matriz cuadrada, cambia el signo de su determinante, 


Estas dos propiedades pueden demostrarse por medio del des: 


arrollo (v-13). El término “dos líneas paralelas” se refiere a dos 
filas o a dos columnas. La propiedad B establece que 


UMi > + Anja = Den a k Akk, >. Okun 


en donde se han sumado las n? permutaciones de los indices de 
fila y columna respectivamente. Las dos sumas contienen cada una 
todos los n’ productos posibles de los elementos a,, de tal manera 
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que ningún par de elementos sea de la misma fila ni tampoco 
ningún par de elementos sea de la misma columna. Por consi- 
guiente, sólo queda por demostrar que cada producto (término 
de la suma) tiene el mismo signo cuando sus factores están orde- 
nados respecto de sus índices de fila que cuando están ordenados 
respecto de sus índices de columna, Por ejemplo, cuando n 3, 
tenemos un término asataztgr. Si se ha ordenado respecto de los 
índices de fila, la permutación de los índices de columna es 231, 
que puede obtenerse del orden natural por la sucesión de transpo- 
siciones (12), (13) y por lo tanto es par. Si se ordena respecto 
de los índices de columna, tenemos 43,4 y la permutación de los 
índices de fila es 312, que puede obtenerse del orden natural por 
medio de (23), (13) y por lo tanto es también par. De aquí que 
el término Gyotozag, en el desarrollo de un determinante de tercer 
orden sea positivo, ya sea que el determinante se haya desarrollado 
respecto de las filas o respecto de las columnas. Esto es verdadero 
esencialmente (ver Teorema v - 2), porque la misma sucesión (12), 
(13) de transposiciones empleadas para obtener la permutación 231 
de los índices de columna a partir de su orden natural puede tam- 
bién usarse en orden inverso (18), (12), en la permutación 281 
para ordenar los índices de columna en su orden natural y obtener 
de este modo aztratazs. En general, la sucesión de transposiciones 


que se emplea para obtener la permutación de los índices de colum- 
na de ayy (aya «+. Anm A partir de su orden natural, puede usarse 
en orden inverso para ordenar los factores conforme a sus índices 
de columna Asy Ao: - -> Ama: Dado que las dos sucesiones de transpo- 
siciones contienen el mismo número de transposiciones, las dos 
permutaciones son ambas pares o ambas impares y por lo tanto, 
cada término del desarrollo del determinante tiene el mismo signo 
ya sea que cl determinante se haya desarrollado por filas o por co- 
lumnas. Con esto se completa la demostración de la Propiedad B 
y se justifica la equivalencia entre los desarrollos {v - 18) y (v - 19). 
La Propiedad C puede demostrarse rápidamente valiéndose del 
Teorema v-4 de la manera siguiente: Si se cambian dos columnas 
de una matriz, cada permutación de (v-13) cambia de clase y 
cada término del desarrollo cambia de signo. Para obtener el mis- 
mo resultado cuando se cambian dos filas cualesquiera se puede 
aprovechar la Propiedad B y el desarrollo por columnas. 
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El teorema siguiente es una consecuencia inmediata (Ejercicio 
12) de la Propiedad C y del Teorema v-6. 


TEOREMA V- 7. Si en una matriz cuadrada dos lineas paralelas 
son proporcionales, su determinante es igual a cero. 


En las dos secciones siguientes, utilizaremos las propiedades y 
teoremas anteriores para exponer métodos que simplifiquen la 
tarea de desarrollar el determinante de cualquiera matriz cuadrada 
dada. 


EJERCICIOS 


1. Valiéndose de (*-16) proponer desarrollos análogos a (v-17) de (v-12) 
respecto de los elementos de (a) su segunda fila; (b) su tercera fila; (c) su pri- 
mera columna; (d) su tercera columna. 

2. Proponer una matriz cuadrada de orden 3 que ilustre el Teorema v-5. 

3. Dar un ejemplo de una matriz cuadrada de orden 2 con determinante 
cero y elementos diferentes de cero. 

4. Indicar el determinante menor de cada clemento de (v-12). 

5. Indicar el cofactor de cada elemento de (v-12). 

6. Repetir el Ejercicio 1, empleando cofactores. 

7. Indicar los cofaciores de cada elemento del determinante de una matriz 
general de orden 4. 

8. Demostrar el Teorema v-6 directamente de (v-13) y de la Propiedad A. 

9. Valiéndose del Teorema v-6, escribir los siguientes determinantes como 
productos dle fracciones y determinantes con elementos enteros: 


san ES il 
HETE 


10. Demostrar que el determinante de cualquiera matriz cuadrada que tiene 
los elementos de ma línea respectivamente proporcionales a los elementos co- 
rrespondientes de una linca paralela a clla, puede expresarse como un múltiplo 
constante del determinante de una matriz que tiene dos líneas paralelas idénticas. 

11. Demostrar que uma matriz que tienc dos líneas paralelas idénticas tiene 
determinante igual a cero. 


12. Demostrar el Teorema v-7. 
13. Demostrar que el cofactor de a,, es igual a su menor. 
14. Demostrar que el cofactor de a, es (— 1)? veces su determinante menor. 
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15. Demostrar que el cofactor de a, es (— 1)“ veces su determinante 
menor, 


16. Dado el determinante siguiente: 


yo a 


1 
1 
2 
1 
escribirlo nuevamente de modo que sus elementos scan enteros y que todos 


los elementos de la primera columna scan iguales a + 1. 


17. Demostrar que 


alr EE 
zæ l yj=|l y y 
xy l z ER 


18, Demostrar que 0,44 + anda + o + adm = 0 
y que cuando j yé k. anA + andar H +++ H Ann = O 


v.9 DESARROLLO DE LOS DETERMI. 
NANTES. Hemos definido explícitamente el desarrollo de un 
determinante (Cap. v-7) respecto de la fila y estudiado sus pro- 
piedades básicas (Cap. v-8). Hemos definido (Ejercicio 7, Cap. 
v-7) el desarrollo de un determinante respecto de una columna 
y demostrado que es idéntico con el desarrollo respecto de la fila 
(Propiedad C, Cap. v - 8). Los desarrollos de un determinante de 
una matriz cuadrada por medio de determinantes menores de los 
elementos de una fila dada (v - 18) o de una columna dada (v - 19) 
son también idénticos con el desarrollo de un determinante respec- 
to de una fila. Por consiguiente, podemos hablar de el desarrollo 
de un determinante y buscar modos de reducir cl trabajo de desa- 
rrollar un determinante, es decir, de encontrar el polinomio asocia- 
do con cualquiera matriz cuadrada dada. Frecuentemente designa- 
remos determinantes por esquemas tales como (v - 20) con el objeto 
de tener presente las filas y columnas de la matriz del determi- 
nante. 

El desarrollo de un determinante de orden n, respecto de una 
fila tiene n! términos, en circunstancias de que el desarrollo de un 
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determinante de orden n — 1 respecto de una fila tiene solamente 
(n — 1)! términos. Por eso, consideraremos métodos para reempla- 
zar un determinante de orden n por un determinante de orden n — 
1, cambiando solamente la forma del desarrollo y no su valor, es 
decir, el desarrollo del nuevo determinante de orden (n — 1) debe 
ser idlénticamente igual a aquel del determinante dado de orden n. 
Por jemplo, si todos los elementos de una línea, con la excepción de 
uno de ellos, de la matriz de un determinante de orden n son igua- 
les a cero, cste determinante puede reemplazarse por un determi- 
nante de orden n — 1 mediante los desarrollos (v-18), (v-19). 
Para n = 3, tenemos las relaciones 


Guy an a a0 0 
an an| 

0 an anj= an an ay) 2 0 a 
t32 3g 

0 ax an lan ax an 


para elementos arbitrarios a,. En esta sección consideraremos dos 
teoremas que nos permitirán emplear los procedimientos mencio- 
nados para el determinante de cualquiera matriz cuadrada, 

El determinante que se designa por 


antonu Gnt bu a+ ba] 
(V-20) an de an 
Un am Us 


puede desarrollarse (v-17) respecto de los elementos de la primera 
fila de su matriz como sigue: 


(an + bu) (anan — az) — (ha + bi) (anaa — ama) 
+ (an + bn) (anan — anm). 
Este desarrollo puede escribirse también en la forma 


A(assttan — Aaaa) — Mia(üzas — Agr) + Usana — asan) 
+ Olaza — Asta) — biasa — amas) + 
Diafana — azti), 


el que, si se compara con (v- 17), se ve que representa la suma de 
dos determinantes, Esta suma puede designarse por 


an r an bn be ba 
(V-21) an o» am +|an de anj- 
an ün Cal [On ds an 
En general, podemos usar el procedimiento citado y demostrar 


(Ejercicio 1). 
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TEOREMA V- 8. Si la j-ésima fila (o columna) de una matriz M 
está formada por elementos de la forma ay + by, entonces cl 
determinante D de M satisface D = D; + Da, en donde D, y Da 
son determinantes de matrices cuyos elementos son los mismos de 
los de M con la excepción de sus filas j-ésimas (o columnas) que 
son, respectivamente, los elementos ay y los Br. 


Si b, = has, t 4 j, el Teorema v-8 tiene una aplicación muy 
útil. Por ejemplo, si bu = ka. en (v-20), entonces (v-21) resulta 
igual a 


an Cu A kan kan kan 
n n m|+| an an an) 
On as n an On 0 


en donde el segundo determinante es cero, conforme al Teorema 
v-7. Análogamente, cualquier determinante de tercer orden per- 
manece invariable si se suma a cada clemento de la primera fila 
un múltiplo constante fijo (positivo o negativo) del elemento co- 
rrespondiente de la tercera fila de su matriz. También podemos 
demostrar que un múltiplo constante fijo de los elementos de cual- 
quiera fila de la matriz de un determinante de tercer orden puede 
sumarse a los elementos correspondientes de cualquier otra fila sin 
que el determinante varíe. Lo mismo se puede «afirmar respecto de 
las columnas de la matriz de un determinante de tercer orden (Ejer- 
cicio 4) y, en general (Ejercicio 5), para filas y columnas de la 
matriz de cualquier determinante valiéndose de (v-18) y de 
(v- 19). Por consiguiente, tenemos: 


TEOREMA Y - 9. El determinante de cualquiera matriz cuadrada 
permanece invariable si se suma a los elementos de cualquiera ` 
línea de la matriz, un múltiplo constante fijo de los elementos 
correspondientes de cualquiera línea paralela distinta. 


Al aplicar el Teorema v-9, hay que tomar dos precauciones. 
Primera, no se puede sumar k veces los elementos de una línea a 
los elementos de la misma línea, ya que esto multiplicaría el deter- 
minante por k -+ 1 (Teorema v-6). Segundo, los nuevos elementos, 
como au -+ kas, deben reemplazar a los elementos ay. Si se 
usaran para recmplazar a los elementos a., el determinante que- 
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daría, en efecto, multiplicado por k. Tomadas estas precauciones, 
el Teorema v-9 es extremadamente útil para cambiar de forma 
a un determinante, de modo que a lo sumo uno de los elementos de 
alguna línea de su matriz sea diferente de cero. Luego (v-18) o 
{v - 19) pueden usarse para expresar el determinante dado como 
un número constante de veces un determinante de orden inferior. 
si an = 1, entonces puede sustraerse a, veces cada elemento de la 
primera fila de la matriz del determinante del elemento correspon- 
diente de la segunda fila, y de este modo a, puede reemplazarse 
por cero, Análogamente, con la excepción de a,,, cada elemento de 
la primera fila y cada elemento de la primera columna pueden 
reemplazarse por cero (Ejercicio 7). Si algún au satisface [as] = 1 
en cualquier determinante, entonces uno por medio de los ele- 
mentos de la fila ¿ésima y uno por medio de los elementos de la 
columna j-ésima pueden reemplazarse por cero. En general, el 
determinante de cualquiera matriz cuadrada cuyos elementos son 
números reales arbitrarios puede expresarse como el determinante 
de una matriz que tenga a lo sumo un elemento diferente de cero 
en cada fila y en cada columna (Ejercicio 16). 

El determinante 

257 
(V-22) 432 

245 
puede desarrollarse, por medio de los principios citados, como 
sigue: se puede sacar factor común 2 a la primera columna de la 
matriz del determinante y multiplicar por 2 el determinante de la 
nueva matriz (Teorema v-6), a la segunda fila se le puede sus- 
traer el doble de la tercera fila (Teorema v-9), y a la primera 
fila se le puede sustraer la tercera. Efectuando estos pasos en el 
orden establecido, tenemos lo siguiente: 


157 t $ 7 0 1 2 
212 3 2[=2/0 -5 -8/=2/0 -5 -8ļ- 
-E 1 4 g 1 4 56 
En seguida desarrollamos el determinante último por medio de los 
menores de los elementos de la primera columna de su matriz, 
como en (v-19), y obtenemos 


i AN 5 
2-11; |= 8+10)=4. 


12481 


v-9 Desarrollo de los determinantes 

Hemos empleado la terminología corriente “desarrollo de un 
determinante” para designar el procedimiento mediante el cual se 
obtiene el polinomio o número (es decir, el determinante) asocia- 
do con cualquiera matriz cuadrada. Se suele denominar evaluación 
del determinante a su desarrollo cuando los elementos de la matriz 
son números. En este sentido hemos evaluado el determinante de- 
signado por (v-22) y hemos encontrado que tiene un valor 4, 
es decir, el determinante es el polinomio 4. 

Dado cualquier conjunto de elemento b., ba, bs, podemos 
definir a 


Gibi abs +... + Cab, 


como una combinación lineal de los b, en que los e son constantes 
y por lo menos un c, 34 0. Luego el Teorema v -9 puede ampliarse 
(Ejercicio 20) y formularse así: El determinante de cualquiera 
matriz cuadrada permanece invariable si se suman a los elementos 
de cualquiera línea de la matriz, cualquiera combinación fija 
lineal de los elementos correspondientes de las otras líneas para- 
lelas, Se dará un ejemplo de este concepto y se insistirá más sobre 
él en el Capítulo v- 13 al tratar la dependencia lineal. 

Ahora podemos desarrollar determinantes de matrices cuadra- 
das de orden n, siendo n cualquier entero positivo, por medio de 
determinantes menores de los elementos de cualquiera línea. El 
Teorema y - 9 puede aplicarse para reducir el número de términos 
del desarrollo. Por eso, es a menudo ventajoso desarrollar un 
determinante de orden n por medio de determinantes de orden 
k < n que contengan elementos del determinante dado. Si k == n 
— 1, este desarrollo está indicado en (v-18) y en (v-19). En el 
Capítulo v- 10 consideraremos nuevos métodos para el caso en que 
k<n—l 


UJERCICIOS 


1. Demostrar el Teorema v-8. 

2. Dar un ejemplo del Teorema v-8 y comprobarlo, por medio de determi- 
nantes de orden 2, con elementos numéricos. 

3. Repetir el Ejercicio 2 para determinantes de orden 3. 

4. Demostrar que los clementos de cualquier columna de una matriz de 
tercer orden pueden aumentarse o disminuirse ca un múltiplo fijo constante de 
los elementos correspondientes de cualquier otra columna sin que varíe el deter- 
minante de la matriz. 
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5. Demostrar ct Teorema Y-9, 

6. Dar un ejemplo del Teorema v-9, valiéndose de un determinante de 
orden 3. 

7. Escribir un determinante de tercer orden que tenga ap = — 1 y fay] >1 
en el caso en que a, é G, Por medio del Teorema v-9, volver a escribir este 
determinante de modo que 4p ayy 4,» Y G, se reemplacen por cero, 

8, Repetir el Ejercicio 7 para un determinante de orden 4, reemplazando 
por cero Jos elementos 2, app app yp Uy Y Ayo 

9. Evaluar los determinantes 


123 2456 257 
E 4 3| JU 4 5þp 13 5 6f 
154 123 765 
[Respuestas: + 2,0, — 6] 
10. Desarrollar 
1000 
2100 
bie 10 
te TA 


11. Formular y demostrar un teorema general para cl desarrollo de determi- 
nautes de matrices triangulares como aquella del Ejercicio 10, en la que todos 
los elementos que se encuentran arriba de la diagonal principal son iguales a cero. 

12. Evaluar 


2756 
1645] 
2342 
3214 
13. Desarrollar los determinantes 
yz 1 zy21 
10,0 1 DTE, 
0101 2341 
TEREC CEEE 


11. Por medio del Algoritmo de Fuctides (Cap. n-5) demostrar que cualquier 
determinante de segundo orden (v-10) con clementos enteros puede escribirse 
xcemplazando los elementos a,, y a, por cero; es decir, cualquier determinante 
de segundo orden con elementos enteros puede escribirse de modo que a lo sumo 
los elementos de la diagonal principal sean diferentes de cero. (Es suficiente 
usar enteros o, en general, elementos de un dominio de integridad) . 
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15. Demostrar que si en el determinante de tercer orden (y-12) los elementos 
son números reales, éste puede escribirse de modo que a lo sumo los elementos de 
la diagonal principal sean diferentes de cero. 

16. Señalar un procedimiento por medio del cual el determinante de cual 
quiera matriz cuadrada cuyos elementos sean múmeros reales arbitrarios, pueda 
expresarse como el determinante de una matriz tal que tenga a lo sumo los elc- 
mentos de la diagonal principal de la nueva matriz, diferentes de cero. ¿Sirve el 
procedimiento dado para el caso en que los elementos del determinante sean 
clementos arbitrarios de cualquier dominio de integridad dado cn el sistema de 
números complejos? 

17. Evaluar 


STT 
21322 
1 140211 
34122 
24242 


[Respuesta: + 16] 
18, Expresar el siguiente determinante como suma de dos determinantes de 
tercer orden: 


ra y+b 240 
1 2 3 j 
4 i 2 


19. Expresar la suma siguiente de dos determinantes como un solo determi- 
nante de tercer orden: 


D-0? 10 7 =5 
1 2 3| + 12 3 
1 11 11) 1 


20. Demostrar que se puede 


ar a los elementos de cualquiera línea de 
matriz cuadrada, cualquiera combunación lineal fija de los clementos corres- 
pondientes de las otras filas paralelas, sin que varíe el determmante de la 
matri 

21. Demostrar que 


E: 
Lor 23 |= (a — a0la — 206 — 12). 
La A 


22. Ampliar el Ejercicio 21 para demostrar que para cualquier entero A, el 
determinante de Vandermonde 
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LA sr A 

EE CE a 

1 ps e 
= (za — Ti)(te — 22) eso (2x 241) 
(ia — B) (Trai — Ta) > + + (Exi — Za) 


CC aaa 
(t: — z). 


V-10 DETERMINANTES MENORES. 
Hemos establecido una ordenación cuadrada tal como {v - 2) una 
matriz cuadrada, hemos asociado un determinante con cada matriz 
cuadrada y definido (Cap. v - 8) el menor de un elemento de una 
matriz de orden z como el determinante de orden n — 1 que se 
obtiene tachando la fila y la columna correspondientes al elemento. 
Ampliaremos esta definición como sigue: Dada cualquiera matriz 
de orden n, la matriz que se obtiene tachando r filas cualesquiera 
y 7 columnas cualesquiera de la matriz dada (r < n) tiene un de- 
terminante de orden n — y que se llama el menor de orden r-ésimo 
de la matriz dada. Por eso, el menor de cualquier elemento a, de 
una matriz es el primer menor de la matriz, El determinante que 
resulta en (v - 23) tachando la primera y segunda columnas, la 
segunda y cuarta filas es 


(V-28) 


y se denomina el segundo menor de la matriz dada de cuarto orden, 

Dada una matriz de orden n, podemos obtener un menor r-ésimo 
ya sea tachando r filas y r columnas o eligiendo en su orden natu- 
ral n — r filas y n — r columnas con cuyos elementos se formará 
el determinante menor en cuestión. Por ejemplo, el menor de a, 
en una matriz de tercer orden puede obtenerse tachando la pri- 
mera fila y la primera columna o eligiendo los elementos que se 
encuentran en la segunda o tercera filas y en la segunda o tercera 
columnas. Por esos, al contar los primeros menores de una matriz 
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de tercer orden, podemos decir que hay un menor asociado con 
cada uno de los 3” elementos de la matriz, o bien podemos calcular 
C’, = (3 - 2)/2 = 3 el número de maneras de elegir dos filas de 
entre tres y también el número de maneras de elegir dos columnas 
de entre tres, de donde, lo mismo que anteriormente, resultan 
(C*,? = 9 menores primeros de una matriz de tercer orden. En 
general (Ejercicio 1), hay (C”,..? menores r-ésimos de una matriz 
de orden n-ésimo, en que C”,., = n!//((n — t)r] y n! =1: 2-3 
Par? e 

Cuando las filas y columnas que se han empleado en formar 
un menor M, son precisamente aquellas que sobraron al formar un 
menor M,, los dos menores M,, y M, se denominan menores com- 
blementarios. Por ejemplo, 


Gay n y an au 
la de an an 


son menores complementarios de la matriz de (v - 23). El comple- 
mento algebraico de un menor de una matriz es igual a su menor 
complementario multiplicado por (— 1)”, en que p es la suma de 
los índices de las filas y columnas empleadas en la formación del 
menor (Ejercicios 36 y Bibliografía N? 9; págs. 23-24). Dado que 
la suma de todos los índices de fila y de columna de cualquiera 
matriz cuadrada de orden n es un número par n(n — 1), podemos 
elegir en cambio a p como la suma de los índices de las filas y 
columnas tachadas. Por consiguiente, el complemento algebraico 
de un menor corresponde al cofactor de un elemento. En particu- 
lar, dado que un menor de orden (n — 1) es un solo elemento, el 
complemento algebraico de cualquier elemento de una matriz es su 
cofactor. 

El determinante de cualquiera matriz puede obtenerse eligiendo 
cualquiera fila de la matriz, multiplicando todos los elementos de 
esa fila por su complemento algebraico, y efectuando la suma de 
estos productos, como en (v-18). Este procedimiento puede tam- 
bién usarse respecto de cualquiera columna de la matriz, como en 
(v- 19) . Estos desarrollos por medio de menores de orden (n — 1) 
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de todos los elementos de una línea de la matriz son casos especiales 
del siguiente teorema: 


TFOREMA V - 10. DESARROLLO DE LAPLACE, Sise 
seleccionan r lineas paralelas cualesquiera de una matriz M y se 
forman todos los menores correspondientes a los elementos de 
las r líncas paralelas, el determinante de M es igual a la suma 
de los productos de estos menores por su complemento algebraico. 


Esbozarcmos la demostración del Teorema v-10, dejando la 
mayoría de los detalles para que el lector los complete como ejer- 
cicio (Ejercicio 20) o valiéndose de un texto más detallado sobre 
matrices y determinantes, tal como el N? 16 de la Bibliografia; 
págs. 20-22, En resumen, hay que demostrar que cada término del 
determinante se presenta exactamente una vez con el signo ade- 
cuado en el desarrollo de Laplace y que no figuran otros términos. 
Los términos del desarrollo respecto de una fila de un determi- 
ñante (Cap. v-7) son los productos que se obticnen tomando un 
factor y sólo uno de cada fila y columna de la matriz del determi- 
nante, En consecuencia, cada término del determinante de una 
matriz de orden n tiene n factores. Supondremos que los elementos 
de la matriz pertenecen a un anillo en el que la multiplicación es 
conmutativa. Luego los n! términos del determinante son indepen: 
dientes de Jas permutaciones de las filas y columnas, es decir, se 
puede demostrar que cada término aparece una y sólo una vez, sca 
que el desarrollo se haya efectuado por medio de los menores de 
orden (n — 1) o de los menores de orden r, en que 0 < f < n. 
Finalmente, el método empleado en el Ejercicio 6 puede ampliarse 
para demostrar que el signo del término es independiente del mé: 
todo de desarrollo. 

Como se señaló anteriormente, los desarrollos (v-18) y (v-19) 
son casos especiales de este teorema siendo 7 = 1. El ejemplo si- 
guiente ilustra el teorema para los casos en que f = 2, n = 4, y 
en que se han elegido las dos primeras filas, 

Este procedimiento es mucho más útil si varios menores de las 
filas r de la matriz correspondiente son iguales a cero, como en 


y-10 Determinantes menores 


Qu Us 
Ga a3 


As Au 
Qn au 


' 
an a ds auj |an Sa, [ES e] 
Oy an An üu On mn Qs la 
an an de au 


an Gu] Jaz an|, |as pos y te au 
an an| [az dul |an anj lan au 
Gr Qul |an da|_|4s Gaj, [da “aj 
an Gal lan au) [a aw) lan de 


(v-24), donde se ha elegido la primera y segunda filas y r = 2 
(Ejercicio 9) . 


12 
2 1 

V-24 

(V-24) 12 


Woo 
meoo 


El Teorema v-10 también es importante porque puede usarse 
para demostrar el Teorema v -11 referente a productos de matrices 
cuadradas. El mismo procedimiento puede usarse para dos matri- 
ces cualesquiera tales que el número de columnas de la primera 
matriz sea igual al número de filas de la segunda matriz, La multi- 
plicación de matrices es sumamente importante en las teorías ma- 
temáticas. Consideraremos varias aplicaciones de este procedimiento 
en el Capítulo v-15. 

Definiremos primero el producto interno de dos n-tuplos orde- 
nados tales como 


V = 41, an üs ++. a Un, 


W = bu ba, da, ---, Dn 


como la suma de los productos de los elementos correspondientes, 


TR + - + + + anba- 


En seguida definiremos el producto de las matrices cuadradas M = 
[211] y N = [bu] de orden n como una matriz cuadrada [cı] de or- 
den n, en donde cu es el producto interno del conjunto de clemen- 
tos de la ¿i-ésima fila de M y del conjunto de elementos de la pési- 
ma columna de N, es decir, 


Cs = anbi + Qaba + Qro + +0 + Qin 
32551 
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Al estudiar las transformaciones geométricas en el Cap. v- 15 se evi- 
denciará la importancia de esta definición. Esta importancia se debe 
en parte a la propiedad que se establece en el siguiente teorema: 


TEOREMA V - 11. El determinante del producto de dos matrices 
es igual al producto de sus determinantes. 


Por ejemplo, puede obtenerse la igualdad siguiente de la defini- 
ción precedente y del Teorema v- 11: 


auban + abn aude + nba]. 
anbu + anba nbi + anbar 


an anj, bu bej, 


an Gel lón bel 


Esta igualdad puede verificarse fácilmente por medio de los polino- 
mios (determinantes) que resultan de los esquemas. También, 
según el Teorema v- 10, el producto anterior es igual al determi- 
nante 


an 40.0 
a 4 0 0 

a 0 bu bef 
0 -l da be 


Según el Teorema v - 9, cada elemento de la tercera columna de la 
matriz de D puede reemplazarse por el mismo más bh, veces el ele- 
mento correspondiente de la primera columna más bu veces el 
elemento correspondiente de la segunda columna. Análogamente, 
la cuarta columna puede reemplazarse por ella misma más b, veces 
la primera columna más bn veces la segunda columna. Luego tene- 
mos una nueva matriz con el mismo determinante D: 


an an abit anda aub + anda 

an an anbat anbu Anbu anbe |, 
-1 0 0 0 

o -1 0 0 


y según el Teorema v- 10, este determinante es igual a 


Anda + anba Qubu + aub: 
anbu + anba anbe + andn 
£ )256( 


v-10 Determinantes menores 
Valiéndonos de los Teoremas v-9 y v-10 hemos demostrado el 
Teorema v-11 para el caso especial de dos matrices de orden dos. 


En general, dadas dos matrices cuadradas de orden n, como [as] 
y [bu], podemos valernos del Teorema v - 10 para escribir 


Tii pos o) 
leol- lal = [Egel y, 
en que 0 es el determinante de una matriz cuadrada de orden n 
cuyos elementos son todos iguales a cero y F es el determinante de 
una matriz cuadrada de orden n en que los elementos de la diagonal 
principal son todos iguales a —1 y todos sus otros clementos iguales 
a cero, Luego, según el Teorema y - 9, la columna de orden (n + 1) 
de la matriz de este determinante puede reemplazarse por sí misma 
más b, veces la primera columna más b,, veces la segunda colum- 
na más ... más bn, veces la n-ésima columna, Análogamente, Jas 
columnas de orden (n + 1), (n + 2), ... y (2n) se reemplazan cada 
una por ellas mismas más múltiplos de las primeras n columnas. 
La nueva matriz tiene el mismo determinante que anteriormente, 
conforme al Teorema v- 9, y, como en el caso especial citado ante- 
riormente, ese determinante tiene la forma que el “Teorema v -10 
(Ejercicio 21) exige. 

La importancia de los "Teoremas y-9, v-10, y v-11 se pondrá 
en evidencia en los ejercicios siguientes y en las secciones que 
siguen de este capítulo, Hemos señalado los procedimientos que 
se utilizan en las demostraciones de estos teoremas. Las demostra- 
ciones detalladas se dan como ejercicios y Pueden consultarse en 
la mayoría de los textos sobre matrices y determinantes. 

El concepto de un menor de una matriz se aplica de la siguiente 
manera: Dada cualquiera matriz A de m filas y n columnas {v -~ 1), 
pueden obtenerse matrices cuadradas de orden r(r < m, n) eli- 
giendo los elementos de r filas cualesquiera y r columnas de la 
matriz A. Estas matrices se denominan menores de orden r de la 
matriz A. La característica de la matriz A es el mayor entero 7 tal 
que A tenga un menor de orden r con determinante no nulo, es 
decir, existe un menor de orden r de la matriz 4 con determinante 
no nulo y todo menor de A de orden (r + 1) tiene un determi- 
nante igual a cero. Por ejemplo, cada una de las matrices siguien- 
tes tiene característica dos: 
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111 
E 123 
222 


En el Ejercicio 17 se trata un procedimiento sistemático para deter- 
minar la característica de cualquiera matriz. 

Dejaremos ahora el estudio de la teoría de los determinantes y 
matrices y consideraremos algunas de sus aplicaciones; encontra- 
remos «quí que el concepto de característica de uma matriz es por 
demás útil. La mayoría de las aplicaciones se tratarán sin entrar a 
desarrollar temas que corríentemente se estudian en álgebra (college 
algebra) y en geometría analítica. En el resto de este texto se usa- 
rán sistemas de coordenadas ortogonales cartesianas a menos que 
se especifique expresamente lo contrario. 


EJERCICIOS 


1. Demostrar que existen (C”,.,* menores de orden r de una matriz de 
orden n. 

2. Escribir los menores de orden dos de una matriz de tercer orden. 

3. Por medio de (v-18) y dado que según el Teorema v-8 el determinante 


de (v-2) puedo designarse por 


a 0 0 ... 0 0 an as +... On 
O | |On am an ... Gn 


Om Ont Gni ~.. Gan Am Gnt A3 s.s Gnn 
demuéstres que el complemento algcbraico (cofactor) de a,, es igual a su menor, 
4. Valiendosc de la Propiedad C y del Ejercicio 3, demostrar que el comple- 
mento algebraico de cualquier elemento a,, es (— 1)! *? veces su menor. 
5. Ampliar los resultados «le los Ejercicios 3 y 4 para demostrar que el come 
plemento algebraico de 


Qu @z 
an Car 


es igual a su menor. 
6. Demostrar que el complemento algebraico de cualquier menor de segundo 
orden 
jes ür 
An Ow 


es (— 1}jr*rttt H veces su menor. 


v-10 Determinantes menores 

7. Repetir el Ejercicio 10, Cap. v-9, empleando menores de segundo orden 
con la tercera y cuarta filas de la matriz correspondiente. 

3. Repetir el Ejercicio 10, Cap. v-9, empleando menores de segundo orden 
con la tercera y cuarta columnas. 

9. Desarrollar (y-24) mediante menores de segundo orden con las primeras 
dos filas de su matriz, 

10, Se llama menor principal el determinante menor que resulta al tachar 
filas y columnas de igual índice (por ejemplo, primera y tercera filas, primera y 
tercera columnas) . ¿Cuántos menores principales de segundo orden hay en una 
matriz de orden n? 

11, Escribir todos los menores principales de segundo orden de la matriz del 
determinante del Ejercicio 17, Cap. y-9. 

12. Repetir el Ej jo 17, Cap. v-9, con los menores de tercer orden usando 
la primera, segunda y tercera filas de la matriz correspondiente. 

13. Escribir los 18 pares de menores de segundo orden de la matriz de un 
determinante general de cuarto orden (4-23) . 

1. Escribir cinco matrices cuadradas de tres filas y tres columnas con ele. 
mentos numéricos, Determinar la característica de cada matriz. 

15. Escribir una matriz de cuatro filas y cinco columnas y determinar su 
característica. 

16. Demostrar que la característica de una matriz no varía si se efectúan las 
siguientes transformaciones elementales: intercambio de dos líneas paralelas, 
multiplicación de todos los elementos de una línea por una constante diferente 
de cero, sumar «1 los elementos de una Jínca los múltiplos de Jos elementos corres- 
pondientes de otra línca paralela. 

17. Se dice que una matriz [a,,] se encuentra en su forma normal cuando 
Gj, = 0 para ¿»4 k y si para algún entero s, ay, g4 0 para  < s, a,, = O pa 
j > s. lustrar mediante las siguientes matrices cómo puede reemplazarse cual- 
quiera matriz por una matriz en su forma normal por medio de transformaciones 
elementales: 


124 S Y S7 
e 3 a T t 213 
n 1230141013 06554 
5 0 810 2 -275 


18. Repetir los Ejercicios 14 y 15, empleando el método del Ejercicio 17. 
19. Expresar en una sola matriz los productos siguientes 


(a a be 1.00 
de fi 0 1 0p 

UE S -li ~l 1 

[: 0 o] [s 0.0 

a y 0|-|o y o 

Ls 00 1 c d e 
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20, Dar una demostración completa del Teorema v-10, 
21. Hacer una demostración completa del Teorema v-11. 


v-11 REGLA DE CRAMER. En el Capítulo v-1 
encontramos que el sistema de ecuaciones 


-95 at + by = Cy 
(V-25) SE 


tiene una solución única si y sólo si el determinante 
a b 
D la da 
de los coeficientes es diferente de cero. Aún más, si D 4 0, la solu- 
ción es x = D,/D, y = D,/D, en que D, se obtiene reemplazando 
en D los coeficientes de x por los términos constantes y De se ob- 


tiene análogamenic reemplazando los coeficientes de y por los tér- 
minos constantes, es decir, 


a bh ¿Ja aj 
n= |a a 2 2 E al 
Una ecuación lineal tal como x + 3y — 5z = 0, cuyo término 
constante es cero y cada término de la izquierda es de primer gra- 
do, se denomina ecuación lineal homogénea. Si una ecuación lineal 
tiene un término constante diferente de cero, se denomina ecua- 
ción lineal no homogénea. El método anterior de resolver dos 
ecuaciones lineales en dos variables puede ampliarse (Teorema 
v-12) para incluir sistemas de ecuaciones lincales en n variables. 
Puede aplicarse a sistemas arbitrarios de ecuaciones lineales homo- 
géneas y a sistemas de ecuaciones lineales no homogéneas (Cap. 
v-12). 
Demostraremos que para n = 3, el sistema 


ax byt az= d, 
(V-26) az + biy + e = de, 
at + biy + z = ds 


tiene una solución única x = D,/D, y = D,/D, z = D,jD si y sólo 
si el determinante de los coeficientes 
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a bc 
a bc 
As bi G 


D= 0, 


y en que D, resulta de D reemplazando los a,, respectivamente, por 
los términos constantes d; y D, y D, resultan anúlogamente al 
reemplazar los b, y los c, por los d,. Por ejemplo, dado el sistema 
de ecuaciones 


z+ y+2:=3, 
z- y+ 2=2, 
3z + 2y -52 =7, 


podemos evaluar el determinante de los coeficientes 
1 l 2 

D=j|1 -1 1 

3. 2-5 


y dado que D =% 0, podemos expresar la única solución del sistema 
como sigue: 


=21 


b 1 2 
=p 2 -1 1=3%=%, 
7 2 -5 
1.5 2 
a 2 1|=4% 
3 7 -5 
A 
2=drll -1 2|=4. 
$ 2 7 


En general, para cualquier sistema (v - 26), podemos considerar 
A, el cofactor de a, (Cap. v-8) en el determinante de los cocfi- 
cientes, multiplicar ambos miembros de la primera ecuación por 
A,„ multiplicar ambos miembros de la segunda ecuación por As, 
Multiplicar ambos miembros de la tercera ecuación por A, y sumar 
las ecuaciones que resultan para obtener Dx = D,, ya que según 
(v-19) y el Ejercicio 18, Capítulo v-8, tenemos 


aA + aA: + ads = D, 

bidit bado + bAa = 0, 

cAi + Art GA: = 0, 
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y por definición dA, + d,A, + dA: = D,. Análogamente, pode- 
mos resolver (v - 26) para y, z, empleando los cofactores de sus 
coeficientes. Finalmente, para cualquier sistema de n ecuaciones 
lincales en n variables 


anti + Apta + 
Qu T1 + at: + 


+ 05%, = by, 
+ Onin = br, 


Umi F Anta + ++ + Annta = bn, 


podemos multiplicar ambos miembros de la j-ésima ecuación por 
el cofactor Ay de ay siendo j = 1, 2, -.., n, sumar las ecuaciones 
que resultan y obtener Dx, = D,. Análogamente (Ejercicio 7), por 
medio de los cofactores A, podemos obtener Dx, = D,, y, en ge- 
neral, Aw se usa para obtener Dx, = Da. Por consiguiente, tenemos 


TEOREMA V- 12 REGLA DE CRAMER. Un sistema de 
n ecuaciones lineales en n variables 


Anka + Ak x= (== 1,2 0... 1) 
tiene una solución única xs = D,/D, en que D 4 0 es el deter- 


minante de los coeficientes y D, (k = 1,2, ..., n) resulta de D 
al reemplazar los coeficientes de x, por los términos constantes. 


También se puede considerar que este teorema proporciona una 
condición suficiente para que las z ecuaciones lineales en n varia- 
bles sean consistentes, es decir, tengan por lo menos una solución 
común. Aplicando el concepto de la característica de una matriz 
(Cap. v-10), podemos decir que dos ecuaciones lineales en dos 
variables (v-25) son consistentes y tienen una solución común 
única si la matriz de los coeficientes tiene característica dos. Aná- 
logamente, tres ecuaciones lineales en tres variables (v-26) son 
consistentes y tienen una solución común única si la matriz de los 
coeficientes tiene característica tres. En general, n ecuaciones linea- 
les en n variables son consistentes y tienen una solución común 
única si la matriz de los coeficientes tiene caracteristica n, 
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Si la característica de la matriz de los coeficientes no es igual 
a n, el sistema puede ser inconsistente, como por ejemplo, 


r+y=l, 
2+y=2, 


o el sistema puede ser consistente, pero no tener una solución 
única. Consideradas gráficamente, las dos rectas 


+ y=1, 
21 + 2y = 2 


coinciden, los tres planos (v-26) pueden tener una línea en común 
o pueden coincidir, En consecuencia, la condición citada es sufi- 
ciente para demostrar la consistencia, pero no necesaria. En el Cap. 
v - 12 se ofrecerá un criterio exacto (Teorema v-13) de consisten- 
cja para cualquier sistema finito de m ecuaciones lincules cn n 
variables, 


EJERCICIOS 


Resolver los siguientes sistemas de ecuaciones, por medio de la Regla de 
Cramer. 


L 2-2y=3, 3.31 — 4y + 22 = 11, 
2r— y=5. z4 dy — 5em 32, 
52 + 2y +32 = 10. 
2. I+lyo z=], 
z+ y = 5, 
da y+2=7. 4.1+1+ 2+ w=5, 
=y +3w= 2, 
y—-2- w=4, 
rI=y+ s~ u4=7, 


5. Demostrar la Regla de Cramer para el sistema (4-25), como se hizo cn el 
Capítulo v-1, multiplicando cada ecuación por el complemento algebraico (en la 
matriz de los coeficientes) del coeficiente x, = x, sumando las ecuaciones y resol- 
viendo respecto de x, Repetir el procedimiento para las demás variables. 

6. Repetir el Ejercicio 5 para (v-26) . 

7. Hacer una demostración general del Teorema v-32 por medio del método 
«el Ejercicio $, 
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V-12 SISTEMAS DE ECUACIONES LI- 
NEALES. Enel Cap. v-11 consideramos sistemas de n ecua- 
ciones lincales en n variables en que el determinante de los cocfi- 
cientes era diferente de cero. Consideraremos ahora sistemas arbi- 
trarios finitos de ecuaciones lineales. Dado un sistema de m 
ecuaciones lineales en n variables 


anti + ante +++ + int = br, 

anzi + anz: +++ ++ anta = bs, 

Onti + Anda + +++ + darla = Ús, 
(V-27) à 


Om lr H Anota $ +++ anto = bm, 


definiremos la matriz de los coeftcientes del sistema como: 


an ar ... Gn 
ün On ... m 
an an ... Osn 
amy <>. Gmn, 


an Ga... am b 
an Gm... Am dr 


Om Amt -e Gmn Ùm, 
En el sistema (v-25) la matriz y la matriz ampliada son 


a bi a b e], 
a ba m bi cr 


respectivamente, 

La característica de una matriz ampliada de un sistema es siem- 
pre por lo menos igual a la característica de la matriz de los coefi- 
cientes, dado que todo menor de la matriz de los coeficientes es tam- 
bién un menor de la matriz ampliada. En sistemas de n ecuaciones 
de n variables (Cap. v-11) si la característica de la matriz de los 
coeficientes es n, entonces la característica de la matriz ampliada 
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debe ser también n (ya que la matriz ampliada tiene solamente 
n filas), y por consiguiente, de acuerdo con las condiciones estable- 
cidas por el Teorema v - 12, las dos matrices deben tener la misma 
característica. En general, se tiene 


TEOREMA V - 13. TEOREMA FUNDAMENTAL DE LOS SISTLMAS DE 
ECUACIONES LINEALES. Una condición necesaria y suficiente para 
que un sistema de ecuaciones lineales sea consistente es que la 
matriz de los coeficientes tenga la misma caracteristica que la 
matriz ampliada. 


El Teorema v-13 y el siguiente Teorema v- 14, se demuestran 
en (Bibliografía N? 9) y en otros textos sobre determinantes y 
matrices. Los adoptaremos sin demostración y nos dedicaremos 
principalmente a sus aplicaciones. Dado que un conjunto de ecua- 
ciones lineales en n variables es consistente si y sólo si los hiper- 
planos correspondientes (n > 8), planos (n = 3), o líneas (n 
2) que representan tienen por lo menos un punto en común, hare- 
mos uso frecuentemente de las aplicaciones geométricas de estos 
teoremas (Ejercicios 6, 7 y 8). 


TEOREMA V - 14, Si en un sistema de ecuaciones lineales en n 
variables, la matriz de los coeficientes y la matriz ampliada tic- 
nen la misma caracteristica r, entonces se pueden atribuir valo- 
res arbitrarios dados a n — r variables y las variables restantes 
quedarán así univocamente determinadas. 


Este teorema establece esencialmente que la solución general de 
un sistema de ecuaciones lineales en que ambas matrices tienen ca- 
racterística r, contiene n — r parámetros. También puede demos- 
trarse (Ejercicio 12) que la solución general es lineal en estos pa- 
rámetros. Por lo tanto las n — r variables elegidas como paráme- 
tros deben ser tales que la matriz de los coeficientes de las demás 
variables tenga característica 7. 

Dado el sistema de ecuaciones 


+ y=2, 
t- y=4 
2r +2y = 4, 


12651 


Meserve / Conceptos lundamentales de álgebra 
la matriz de los coeficientes y la matriz ampliada tienen caracte- 
rística dos. Luego el sistema tiene uma solución única (ya que 
también z = 2), x = 3 e y = 1. El sistema 


z+y=5, 
t+y=2 


tiene Ja matriz ampliada de característica dos, mientras que la ma- 
triz de los cocficientes tiene característica uno. En consecuencia 
este sistema es inconsistente, es decir, no existe un par de núme- 
ros que satisfagan ambas ecuaciones. Las rectas representadas por 
este sistema de ecuaciones son paralelas y distintas, Finalmente, 
las dos matrices del sistema 


z+ yal, 
2z + 2y =2 
tienen característica uno, el sistema es consistente, las dos rectas 
representadas coinciden, el valor de una de las variables puede ele- 
girse arbitrariamente (Teorema v- 14), y la solución general pue- 
de designarse por x = ce y = 1 — c por medio del parámetro c. 
Consideremos ahora el ejemplo siguiente en que n = 3, El sis- 
tema de ecuaciones 


ąz eel, 
z+y =2 
y+2=1 


tiene la matriz de los coeficientes de característica dos y la matriz 
ampliada de característica dos. Dado que n = 3 y r = 2, una de 
las variables (en este caso una cualquiera) puede usarse como pa- 
rámetro. Si se elige z como parámetro, el sistema resulta 


x=1+2z, 
+y=2, 
y=1l-z 


Ya que la segunda ecuación es la suma de las otras dos, puede des- 
cartarse. Las dos ecuaciones restantes junto con z = z designan a las 
tres variables del sistema dado en función del parámetro z. A cada 
valor de z corresponden valores únicos de las variables x e y. To- 
dos los puntos de la recta x — 1 = 1 — y = z satisfacen el siste- 
ma dado, 
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Los ejemplos citados ilustran algunas de las aplicaciones de los 
Teoremas v-13 y v-14. Se considerarán más aplicaciones en los 
ejercicios siguientes y en las tres secciones que quedan de este ca- 
pítulo. 


PJERCIGIOS 


1. Demostrar que todo sistema de ecuaciones homogéneas Imcales es con- 
sistente. 

2. Demostrar que si un sistema de ecuaciones lineales homogéneas tiene una 
solución única, entonces esta solución es x, =X,=X, = -o =X, =0 

3. Demostrar que cualquier sistema finito de ecuaciones lineales en m varia- 
bles tiene una solución única si y sólo si las características de la matriz ampliada 
y de la matriz de los cocficientes son ambas iguales a n, 

4. En (v-27) suponer que por lo menos un b, ¿4 0 y demostrar que a) si 
m = n, el determinante no nulo de la matriz de los coeficientes es una solución 
suficiente; b) si m n + 1, la condición necesaria para obtener una solución 
cs que el determinante de la matriz ampliada sea nulo. 

5. Encontrar la característica de la matriz de los cocficientes, la característica 
de la matriz ampliada, y todas las soluciones (si fuera necesario, por medio de 
parámetros) de cada uno de los siguientes sistemas de ecuaciones: 


(a) 2x + 3y = 6, (M) 1+y+2=2, 
z= y=5 a=y+2=1, 
(b) 2+3y=3, y ar 
2r + 6y = 1. (8) 12+y+2=3, 
(0) 3x+ 5y =2, 2-y+s=1, 
6r + 10y = 4. z +:=4. 
(dd) z+y=3, h) 1+y+2-=2, 
qu —y+z=l, 
2r-+ y= 5, y ag 
2r- y=>=3. (i) z =l, 
(o) z -2=1, y =2 
z+y =2 y+2=2 


y+z=l 


6. Considerar los sistemas de rectas representados por los sistemas de ecuacio- 
nes del Ejercicio 5, desde a) hasta d) e indicar qué sistemas a) se cortan en un 
punto único; b) representan rectas coincidentes; c) no tienen ningún punto 
común. 

7. Considerar los sistemas de planos representados por los sistemas de ecua- 
cianes del Ejercicio 5, letras e) hasta i) e indicar qué sistemas a) se cortan en un 


12674 


Meserve } Conceptos fundamentales de álgebra 

punto único; b) se cortan en una sola recta; c) coinciden; d) no tienen ningún 
punto común, 

3. Comparar los resultados de los Ejercicios 6 y 7 con aquellos del Ejercicio 5 
y discutir la importancia geométrica del Teorema v-14. 

9, Demostrar quesim=2m—1,b,=b,=...=5, = 0, y la matriz de 
los coeficientes de (v-27) tiene característica n — I, las razones entre las varia- 
bles son 


aonn’ o a S Ai mAr Asi (A 1) MA, 


donde A, cs el determinante que resulta al tachar la j-ésima columna en la matriz 
«le los coeficientes (ver Bibliografía N? 16; págs. 41-42) . 

10, Aplicar los resultados del Ejercicio 9 a los sistemas siguientes de ecua- 
ciones: 


(a) :+y-z2 


o, (b) 22 — 3y +2 = 0, 
z~ y+ =o. 


z= 3y+z=0. 


11. Comparar con el Teorema v-14, los resultados obtenidos en cl Ejercicio 
10 Dar la solución completa de cada sistema del Ejercicio 10. 

12. Demostrar que la solución general del Teorema v-14 es lincat en los 
n — r parámetros. 


v.13 DEPENDENCIA LINEAL. En el Ca 
pítulo v-9 se determinó que cb: + cbr + ... + Cndn, (en que los 
b son elementos cualesquiera y los c son constantes no todos igua- 
les a cero), era una combinación lineal de los elementos b, Este 
concepto se usó (Ejercicio 20, Cap. v-9) para reemplazar cada ele- 
mento, como ser a,,, de una línea de la matriz de un determinante 
por sí mismo más una combinación lineal de los elementos corres- 
pondientes de las demás líneas paralelas, por ejemplo, 


(V-28) ay + Cas e Cls e o + Clnn (f = 1,2, o n), 


esto es, para todos los elementos az de la primera fila, Por ejemplo, 
dado el determinante 


1 2 3 
3 2 -2) 
-1 4 1 


podemos reemplazar los elementos as de la primera fila de su ma- 
triz por a, + 24y, + ay (jf = 1, 2, 3) y obtenemos 
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6 0 0 
3 2 -2 
-1 = 1 


sin que el determinante varíe (Teorema v-9). Análogamente, si 
reemplazamos los elementos 4. de la primera columna de la 
matriz de 


1 il 6. 9 
4 -3 0 -l 
z 7. 3 5 
3.63 3 


por aa + 34. + 244 — Bau, Oblenemos 


I 4 6 9 

o -3 0-1] 

0 7 3% 

0 6 -3 3 
En cada uno de estos ejemplos hemos empleado relaciones aná- 
logas a (v-28) no solamente para un solo conjunto de números 
sino para varios conjuntos de números correspondientes. En el se- 
gundo ejemplo usamos esta relación para los cuatro conjuntos de 
números correspondientes as, dm, Gu, aw, (j = 1, 2, 3, 4), es decir 


an + 3an + 2an — 5014, 
Un + 3an + 2023 — 502, 
Gu + 30g2 + 2ass — 5am, 
au + 3042 + 2443 — Šiu. 


En consecuencia hemos considerado la misma combinación lineal 
pará cada uno de los cuatro conjuntos de elementos correspon- 
dientes. 

En seguida, ampliaremos el concepto de combinación lineal 
aquél de dependencia lineal. Se dice que los tres conjuntos de cua- 
tro números cada uno; 


Zy Ta, Ta % 
(V-29) Vu Ya Ya Yo 
Zy Za ča y 
son dependientes linealmente si existen constantes a, b, e, no todas 
iguales a cero tales que 
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ax, + bys -+ cz = 0, (¡=1,2, 3, 4) 


De aqui que los tres conjuntos de números (v-29) sean.depen- 
dicntes linealmente si y sólo si el sistema de ecuaciones lineales 
homogéneas 


az, + bin + ca =0, 
ax: + bya + cz: = 0, 
axs + bya + cz = 0, 
at, + byi + cz = 0, 


(donde x,, Ys, z, son dados y en que hay que determinar las cons- 
tantes a, b, c) tiene una solución donde por lo menos una de las 
constantes sea diferente de cero. En consecuencia, según el Teo- 
rema v-14 y el Ejercicio 2, Cap. v- 12, los tres conjuntos de núme- 
ros (v-29) son dependientes linealmente si y sólo si la matriz de 
los coeficientes 


a Y 2 
TENTH 
Ts Ys Zs fi ey E 
Ta Ya 2, dl 


tiene característica menor que tres, es decir, todo determinante de 
tercer orden de la matriz es nulo. 
En general, se dice que m conjuntos 


(V-30) Ass, Qais oes Ang G=L 2. m) 


de n elementos son dependientes linealmente si y sólo si existen 
CONSLANECS Ci, Cas Cp, =e > Cn NO todas nulas tales que . 


Cian + Cran Ah >> ++ Cin = 0, 
Clas + Cü + > + Calam = O, 


(V-31) 

Ciani + Cone + + >= Cam = 0, 
es decir, Can t Co H Cnam =0 (=1,2,...,2). 
Los conjuntos de elementos (v-30) son independientes lineal- 
mente si las relaciones (v - 13) implican c = € s =... = Cn = Q. 
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El sistema de ecuaciones lineales homogéneas (v-31) se utilizará 
en el Teorema v- 15 para expresar las condiciones necesarias y su- 
ficientes para que haya dependencia lineal en conjuntos m cuales- 
quiera de elementos (v-30) por medio de la matriz 


Au Ga ... Om 
an Ga ... m 
(V-32) 


Ant On ++ Cnm. 


de los coeficientes de los c. Con todo, antes de considerar más de- 
tenidamente este caso general, consideremos geométricamente el 
caso especial (v-29) suponiendo que los clementos son números 
reales. 

Podemos considerar que tres números reales cualesquiera son co- 
ordenadas de un punto en el espacio euclidiano tridimensional. 
Por definición, los tres conjuntos (v-29) son dependientes lineal- 
mente si y sólo si los cuatro triples de los números correspondien- 
te satisfacen una relación de la forma 


ax + by + z= 0, 


siendo a, b, c constantes no todas nulas, es decir (suponiendo que 
los números son reales) , los triples de los números correspondientes 
son coplanares con el origen. Existen interpretaciones geométricas 
análogas y en cierto sentido más elegantes de la dependencia lineal 
mediante coordenadas homogéneas respecto de espacios vectoriales. 
Consideraremos solamente la interpretación citada más elemental 
que se vale de coordenadas no homogéneas con el fin de evitar la 
tarea de presentar otros conceptos. 
Los tres conjuntos de n números reales cada uno, 


Zy e, j Tes 
Yu Y» ---1 Ym 
2, 2, ter Zo, 


son dependientes lincalmente si y sólo si los n triples de los núme- 
ros correspondientes representan puntos coplanares con el origen. 
Según el Teorema v- 14, el sistema de ecuaciones 
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azı + din + 021 =0, 
axı + bya + cz =0, 


az, + byn + cza = 0 


tiene una solución única a = b = ¢ = 0 si la matriz 
[n h a 
n Ya a Xi Tr ser Tn 
(V - 38) 4 o |n y -.- Yn 
+ Zi 22 ... Za 
Ln Yn Zn. 


tiene característica tres. Este sistema de ecuaciones tiene una solu- 
ción en la que por lo menos una de las constantes a, b, c es dife- 
rente de cero si la matriz (v-33) tiene característica menor que 
tres. En consecuencia, los tres conjuntos anteriores de n números 
son linealmente dependientes si y sólo si todo determinante de 
tercer orden de la matriz (y - 33) es nulo. Si la matriz tiene carac- 
terística dos, los triples de los números correspondientes represen- 
tan puntos coplanarios con el origen. Las mismas condiciones en 
relación a la dependencia lineal rigen aún cuando la interpreta- 
ción geométrica pueda no ser válida al tratarse de elementos per- 
tenecientes a cualquier anillo. 

La discusión anterior referente a tres conjuntos de n elementos 
cada uno puede ahora ampliarse respecto de m conjuntos de n 
elementos cada uno (v-30). Si los elementos son números reales, 
cada uno de los n conjuntos de los m números reales correspon- 
dientes puede tomarse como un punto en el espacio euclidiano 
m-dimensional, Estos n puntos se encuentran es un hiperplano. 


Cl, + Cla + Cal, 0 


que pasa por el origen si y sólo si los conjuntos de elementos (v- 
30) son dependientes linealmente. Estas condiciones pueden ex- 
presarse como un sistema de ecuaciones (v-31) que se satisfacen, 
ya sea que los elementos sean números reales o no. Si m = n, los 
m conjuntos de n elementos cada uno (v - 30) son dependientes 
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linealmente si y sólo si la matriz (v-32) tiene característica me- 
nor que m, es decir, si y sólo si el determinante de m filas de 
{v - 82) es nulo. Si m < n, entonces, dado que el sistema (v - 31) 
consiste en n ecuaciones en m incógnitas, los m conjuntos de elc- 
mentos (v-30) son dependientes linealmente si y sólo si cada de- 
terminante de m filas de (v-32) es nulo (Teorema v-14). 
Sim > n hay menos ecuaciones que las constantes que hay que 
determinar y los conjuntos son siempre dependientes (Ijercicio 5). 
Esta situación cs análoga a la de encontrar un plano ax + by + 
ez = 0 sobre uno o dos puntos dados como, por ejemplo, cuando 
los conjuntos dados son 


Ti, Ta 
Yu Ya 
Zy Ze 


Estos resultados pueden resumirse como sigue: 


TEOREMA V - 15. Sim > n, entonces m conjuntos cualesquiera 
de n elementos cada uno son dependientes linealmente. Si m 
n, entonces m conjuntos (y - 30) de n elementos cada uno son 
linealmente dependientes si y sólo si todo determinante de m 
filas de la matriz (v - 32) es igual a cero. 


La definición de que los elementos de un conjunto de constan- 
tes bj, by, ..., ba son dependientes linealmente si existe una combi- 
nación lineal. 


Cib, + Cbs A ES 


donde no todos los ¢ son nulos puede hacerse extensiva a conjun- 
tos arbitrarios de clementos. Por ejemplo, siempre que las varia- 
bles toman valores de un conjunto infinito de números (Cap. 11- 
1 y Cap. nt-4), m polinomios fs fe ..., fa en cualquier número de 
variables son dependientes linealmente si y sólo si cxisten m cons- 
tantes c, no todas nulas tales que 


Gf + afa + + + Cfa = 0 


para todos los valores de las variables, Esta definición es equivalen- 
te (Ejercicio 10) a definir a los polinomios del conjunto como de- 
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pendientes linealmente si y sólo si los conjuntos de los coeficien- 
tes correspondientes son dependientes linealmente. Esta otra forma 
de la definición puede emplearse en el Teorema v-15. En el con- 
junto siguiente de ejercicios consideraremos varios teoremas ba- 


sados sobre la definición de dependencia lineal y algunas de Jas 
numerosas aplicaciones de este concepto. 


EJERCICIOS 


L Demostrar que si un conjunto de elementos cs una combinación lincal de 
otros m —1 conjuntos de elementos, entonces los m conjuntos de elementos son 
dependientes lincalmente. 

2. Demostrar que si m conjuntos de elementos son dependientes lineal- 
mente, enimnces por lo menos un conjunto es una combinación lineal de los 
otros. 

3. Demostrar que si existe entre m conjuntos de elementos, k conjuntos que 
son lincalmwente dependientes, siendo Æ < m, entonces los m conjuntos son depen- 
dientes linealmente. 

4. Demostrar que si alguno de los m conjuntos de elementos está compuesto 
exclusivamente de ceros, entonces los m conjuntos son linealmente depen- 
dientes. 

5. Demostrar que si m > n, m conjuntos cualesquiera de n elementos cada 
1mo sou dependientes linealmente, (Indicación: ampliar cl sistema a m conjuntos 
de m elementos cada uno agregando ceros) . 

6. Indicar cuáles de los conjuntos siguientes, de cuatro números cada uno, 
son dependientes linealmente: 


(3 0 15, (e) 1, 0, 11 
1, -2, =, 2 D o le 
X 2 b 3 1, 1, 0,0 
(b)2 2 13 (d) 1, 2, 3, 4, 
2 $ A4 2, 4, 6, 8 
l, =l, 0, 2. a h 0. d 
7, Demostruy que los tres polinomios 
ax + by + ez +, (=12 


son dependientes hmesImente si y sólo sí los tres conjuntos de números 
Ay dy cp dy (=1,25 


son dependientes linealmente, 
8. Sen 
Nncalmeute 


ar cuáles de los conjuntos siguientes de polinomios son dependientes 
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(0) 3r+y +2, yl, 24+y+2 

() 141, y+1 2+y 

(c) 2+2y4+324+4, 224+4y+4 62438, ax +by+c2+d. 
(d) z -2y -z+5, 8z— 12y — 10, 3242 +10 

9. Demostrar que los gráficos de Jas ecuaciones correspondientes a cualquier 
conjunto finito de polinomios dependientes linealmente de la forma a,x + by) 
+ cyz, tienen todos por lo menos un punto de intersección común. 

10. Demostrar que la dependencia lineal de cualquier conjunto finito de 
polinomios en cualquier número finito de variables que adquieren valores de 
un conjunto infinito de números, implica la dependencia lineal de los conjuntos 
de constantes de sus conjuntos de coeficientes, y a la inversa, 


V-14 APLICACIONES EN CEOMETRIA 
ANALITICA. Algunos textos elementales de geometria 
analítica consideran la aplicación de determinantes y matrices a 
la geometría. 

En todos los textos superiores de geometría donde se emplean 
métodos analíticos, el estudio de los determinantes y las matrices 
constituye una parte muy importante (Cap. v-15). En esta sec- 
ción ampliaremos los conceptos de geometría usados en el estudio 
de la dependencia lineal (Cap. v-13), solamente enumerando al- 
gunas de las aplicaciones corrientes de los determinantes y matri- 
ces en la geometría analítica elemental. En seguida, en la sección 
siguiente, concluiremos nuestro estudio de los determinantes y de 
las matrices con una breve revisión de sus aplicaciones a las trans- 
formaciones geométricas. 

El área de un triángulo con vértices en (x, Yu), (Xe Yı), (Xs Ys) 
está dada por 


anil 
+ (Hja y lp 
La Ys 1 


en que debe elegirse el signo de modo que el área no sea negativa. 
Este resultado puede ampliarse para dar 


ja y 1l 
tı y lj=0 
bra ys 1 


como una condición necesaria y suficiente para que los tres pun- 
tos sean colineales. También puede usarse en Ja forma 
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u hl 
Mm Yy Hat 
wyi 


para encontrar Ja ecuación de ła recta determinada por dos pun- 
tos dados distintos (xa Y1) y (%w Ya). 
En un plano, dos rectas 


ax + by = 
ax + biy = (2 


tiencn un punto en común único si las matrices 


ab, A bc 

Az by y Az Uy co 
tienen ambas características dos; y las rectas coinciden si las dos 
matrices tienen característica uno y son paralelas si las matrices 


tienen características diferentes (Teorema v-13 y v-14). Análo- 
gamente, en el espacio tri-dimensional dos planos 


az + biy + ez = dy 
ma + bay + cz = de 


tienen una recta única en común si en este sistema de ecuaciones 
la matriz de los coeficientes y la matriz ampliada tienen ambas ca- 
racterística dos; estos dos planos coinciden si ambas matrices tie- 
nen característica uno y son paralelos si las matrices tienen dife- 
rentes características. Los conceptos del Cap. v-12 pueden tam- 
bién usarse para demostrar que tres planos 


ax + by + eoz = d G= 1,23 8 
tienen un punto único en común si las matrices correspondientes 
tienen ambas característica tres; los tres planos tienen una recta 
única cn común si ambas matrices tienen característica dos y coin- 
ciden si las «los matrices tienen características uno; no tienen nin- 
gún punto en común si las matrices son de características diferen- 
tes. En el Ejercicio 7 se consideran más correspondientes entre los 
planos y las características de las matrices. 

El volumen de un tetraedro cuyos vértices son (x, Ya 21), (Xp, Yes 
24), (Xp, Ya, 22), (Xy, Ya, Z) está dado por 
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¡a Y z 1 
n th 2 1 
TY e alf 
a Y a) 


+(p 


en donde, como anteriormente, hay que elegir el signo de modo 
que el volumen no resulte negativo. También, como anteriormente, 
se puede ampliar este resultado para dar 


Ly Ya 


como una condición necesaria y suficiente para que los cuatro pun 
tos dados sean coplanarios. Tres puntos en el espacio (x3, Yo 2), į} = 
1, 2, 3, son no-colineales si y sólo si 


a Y a 
mu 2-0, 
Ya Ys 2 


y la ecuación del plano determinado por tres puntos dados no 
colineales está dada por 


1 
le Ya Za 1 
1 
1 


Hasta aquí hemos visto que la ecuación de una recta determi- 
nada por dos puntos distintos cualesquiera y la ecuación del plano 
determinado por tres puntos no-colineales pueden expresarse por 
medio de determinantes. También el área de un triángulo y el vo- 
lumen de un tetraedro pueden expresarse por medio de las coor- 
denadas de sus vértices y de determinantes. Ejemplos como éstos 
ilustran la aplicación de los determinantes y de las matrices en geo- 
metría analítica. En los ejercicios siguientes se examinarán unos 
cuantos ejemplos más; en (Bibliografía N9 16) pueden consultarse 
muchos ejemplos. 
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EJERCICIOS 


L Determinar cuáles de los siguientes triples de puntos sobre un plano son 
colincales, Sı no son colincales, encontrar el área del triángulo que determinan: 


a) 0,2). (56), (17,18). 
b) (—1,5), (14), (3,0). 
9 (1,7), (62), (13) 


2. Por medio de determinantes indicar las ecuaciones de las rectas determi- 
nadas por los siguientes pares de puntos: 


a) (19, (5,6) 

DL, da). 

9 (017). (62). 

d) (912,13), (115,76). 

3, Determinar cuáles de los siguientes conjuntos de puntos en el espacio son 
coplanarios Si no son coplanarios, encontar el volumen del tetracdro que ellos 
determinan: 


a) (12,9), (1,5, 6), (7,8,9), (10, 11, 12) 

D (2 —2,0), (5,7, 11) (7,3,12), (1, 1, 1). 

%) (1—1,1), (7, 13,27), (5,2, 1). (6,3, 4). 

4. Valiéndose de determinantes, indicar en los Ejercicios que se señalan la 
ecuación del plano que pasa por Jos cuatro puntos o las ecuaciones de las caras 
(planos) del tetracdro a) Ejercicio 3a); b) Ejercicio 3b); c) Ejercicio $c). 

5. Describir en el plano los gráficos de los conjuntos de ecuaciones del Ejer- 
cicio 5 desde a) hasta d), Cap. v-12. 

6. Describir en cl espacio los gráficos de Jos conjuntos de ecuaciones del Ejer 
cicio 5 desde e) hasta i), Cap. v-12. 

7, Determinar las características de la matriz de los coeficientes y de la 
matriz ampliada de un sistema de ecuaciones que representa 


a) tres planos que tienen un punto común mico; 

b) tres planos distintos que tienen ma recta común; 

€) ves planos que tienen un plano en común; 

d) tres planos paralelos; 

€) dos planos paralelos y un tercer plano que los corta; 

£) dos planos coincidentes y un tercer plano que los corta; 

g) dos planos coincidentes y un tercer plano paralelo a clios; 

h) tres planos distintos tales que los pares de planos se corten en tres rectas 
paralelas. 


8. Demostrar (Bibliografía N° 16; pág. 87), que la recta determinada por 
dos planos que se cortan 
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a + by + cd =o, 
ax + bey + eg + 


tene números de dirección 


bh. a 
da cl 


(Indicación: Valerse del Ejercicio 9, Cap. v-12. Los números de dirección se de- 
finen en los textos de geometría analítica que inclnyen geometría de los sólidos) 
9, Aplicar el resultado del Ejercicio 8 a las rectas determinadas por 


(a) xy—2-+2=0x—y+4+2%-—5=0, 
(b) 2x + 3y—2—38=0,x*—5+242=0. 


Vr I5: TRANSFORMACIONES GEOME- 
TRICAS. La definición de Félix Klein señala la importancia 
de las transformaciones en geometría: Una geometría cualquiera 
es un estudio de las propiedades (expresadas por definiciones y 
teoremas) que permanecen invariantes respecto de un grupo de 
translormaciones. Por ejemplo, en la geometría euclidiana estu- 
diamos propiedades tales como la longitud, el área, la magnitud 
de los ángulos, líneas paralelas, triángulos semejantes y congruentes 
que permanecen invariantes sometidas a movimientos rígidos, es 
decir, traslaciones y rotaciones, Cada una de estas transformaciones 
puede expresarse como una matriz con referencia a un sistema de 
coordenadas. 

Dado el plano xy corriente que se emplea en geometria anali- 
tica, podemos representar cualquiera traslación en el plano por 
el sistema de ecuaciones: 


(V-34) *=x+4 y=y +b 
Por ejemplo, usando los ejes en las posiciones convencionales, si 
todos los puntos se mueven dos unidades a la derecha, tenemos: 


Y=x4+2 => 


si todos los puntos se mueven tres unidades hacia abajo, tenemos; 


Xx=x y =y-—3; 
si todos los puntos se mueven dos unidades a la derecha y tres uni- 
dades hacia abajo, tenemos: 
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Varp y=y-3 


En general, dado que cualquiera traslación en el plano puede 
considerarse como el resultado de un movimiento a lo largo del 
eje de las x y un movimiento a lo largo del eje y, tenemos (v-34) 
para cualquiera traslación en el plano, Análogamente, se demues- 
tra en geometría analítica que cualquiera rotación alrededor del 
origen en el plano puede expresarse en la forma: 


(V-35) 


= X 1054 — y sen O, y = x sen 6 + y cos O. 


También se puede demostrar que si a la rotación (v-85) le sigue 
una traslación (v-34), tenemos una transformación de la forma: 


x’ = x cos 0 — y sen 0 =u, y = x sen ĝ + y cos 0 + b. 


Ahora tratmemos métodos de denotar estas transformaciones por 
medio de matrices. 

Cada una de las transformaciones anteriores se representa por 
ecuaciones de la forma; 


W = nX F asa Y e iy Y = AX A any + aag 


Además, cada translormación está completamente determinada por 
los aya, es decir, por una matriz de la forma: 


an A dl 

an Ge da 
Ampliando esta matriz usaremos una matriz de tercer orden de la 
forma: 


an @n an 
Ga (a aj 
0 0 1 


que resulta de sumar la tercera fila de la matriz identidad (Ejer- 
cicio 6), de modo que las matrices de las dos transformaciones 
puedan multiplicarse (Cap. v-10) y que la matriz del producto 
tenga la misma forma que las matrices dadas. Encontraremos que 
un producto ordenado de las matrices de dos transformaciones es 
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la matriz de una transformación que resulta al aplicar las dos 
transformaciones dadas, una después de la otra en cicrto orden. 
Muchos de los ejercicios que figuran al final de esta sección se re- 
fieren a esta propiedad. 

Ya hemos visto que cualquiera traslación (v-34) y cualquiera 
rotación alrededor del origen (v-35) pueden representarse respec- 
tivamente por las matrices 


I0 a cosó —sn0 0 
0.1» y sinó coso 0 
0.0.1 0 0 1 


Análogamente, cualquier punto (x, y) del plano puede represen- 
tarse por una matriz. Lo mismo que en el caso anterior, se elige 
la forma de la matriz de modo que permita la multiplicación de 
ciertas matrices. Usaremos una matriz con una columna y tres filas: 


Esta convención nos permitirá expresar las ecuaciones de una trans- 
formación como una sola igualdad por medio de matrices. 

Se dice que dos matrices son iguales si y sólo si tienen el mismo 
número de filas, el mismo número de columnas y si sus elementos 
correspondientes son idénticos. Dos matrices relacionadas median- 
te transformaciones elementales (Ejercicio 16, Cap. v-10) tienen 
la misma característica, pero no son necesariamente iguales en el 
sentido que se ha expresado aquí. La igualdad de dos matrices de 
mn elementos es equivalente, según la definición anterior, a un 
sistema de mn ecuaciones. Luego, al multiplicar matrices, pode- 
mos expresar la traslación (v-34) por medio de la ecuación 


g 1 0 a z t+a 
y'|=ļ0 1 dl [y|]=[y+b 
1 0.001 1 1 


Dado que la primera y la última matriz son iguales si y sólo si los 
elementos correspondientes son iguales, la igualdad citada de las 
matrices es precisamente equivalente a (v-34). Análogamente, (v- 
35) es equivalente a 
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x cosg6 —seng 0 Pa 
y |F| sen O cose 01*| y pr 
1 0 0 ii 


La relación entre la expresión de una traslación o rotación me- 
diante un sistema de ecuaciones lineales entre las coordenadas y 
en términos de una matriz (en cierto sentido la matriz de los co- 
eficientes del sistema de ecuaciones) puede comprenderse rápida- 
mente (Ejercicios 1 y 2), de modo que será tan fácil obtener una 
representación como la otra. Una ventaja de la representación 
por medio de matrices se desprende de la facilidad con que se ob- 
tiene el resultado de una sucesión de transformaciones como pro- 
ducto (tomado en el orden inverso) de las matrices correspon- 
dientes. La traslación que resulta como una sucesión de dos tras- 
laciones y que hemos citado anteriormente en la explicación de 
una traslación puede expresarse como: 


10.0 1 0 2] ra 2 
0 1 -3 0 t Of-[0 t -3f 
00 1 0.01 0.0 1 


En el caso especial de dos traslaciones no tiene importancia el 
orden en que se multipliquen las matrices (Ejercicio 5), pero, en 
general, encontraremos que debe considerarse el orden, 

La transformación que resulta de considerar dos transforma- 
ciones en orden se denomina producto ordenado de esas dos trans- 
formaciones. Análogamente, podemos considerar el producto or- 
denado de cualquier número finito de transformaciones. La impor- 
tancia del orden se debe a que si a la traslación (v-34) le sigue 
la rotación (v-35) se obtiene 


E cosð —senf8 acosó — bsenó 
(V-36) sen Y cos6 asen9 -+ bcoso |- 
0 0 1 


mientras que si se hace primero la rotación y, en seguida, la tras- 
lación, se tiene 


cos9 —sng a 
(V-37) sen 8 cosg b | 
0 0 1 
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Estos resultados pueden verificarse fácilmente multiplicando las 
matrices de las transformaciones en el orden opuesto a aquél en 
que se usan las translormaciones (Ejercicio 3). 

El hecho de que (v-36) y (v-37) son, en general, diferentes, deno- 
ta que el efecto de una traslación seguida de una rotación es di- 
ferente de aquél de una rotación seguida de la traslación. Por 
ejemplo, sea la traslación x’ = x + 2, y = y, y la rotación x’ = 
—x, y” =—y. El punto (3,6) queda en (5,6) al hacer la traslación 
(suponiendo que el sistema de coordenada permanece fijo); el 
punto (5,6) queda en (—5,—6) al hacer la rotación, es decir, la 
traslación seguida de la rotación leva al punto (3,6) a la posición 
(-5,—6) . Análogamente, el punto (3,6) se Heva al punto (—3,—6) 
por la rotación y el punto (—3,—6) queda en (—1—6) por la 
traslación, es decir, la rotación seguida de la traslación lleva el pun- 
to (3,6) a (—1,—6). Por consiguiente, hemos encontrado que la 
aplicación de transformaciones y la multiplicación de matrices no 
son operaciones conmutativas (Ejercicio 4). 

Las transformaciones (v-34) a (v-37) de la geometría euclidia- 
na pueden considerarse como casos especiales de las translormacio. 
nes en geometrías más generales. Cualquiera transformación (trans- 
formación afín) del plano euclidiano en sí mismo (Bibliografía 
N? 52, págs. 117-118), puede representarse por una matriz de la 
forma 


a ba 
(V-38) m bh ej 

00 l 
en que ab, — ab: 4 0. Si bi = a = 0 ya, =l, entonces (v- 
38) representa una traslación; si €, = C, = 0, 4, = by a, = —b, y 


at, + a% = 1, entonces (v-38) representa una rotación, Cualquier 
movimiento rígido en el plano (transformación euclidiana) puede 
expresarse como el producto de una traslación y una rotación (po- 
siblemente en el espacio) y puede representarse por una matriz de 
la forma 


a b a 
(V-39) =be ae c 
0 0 1 


donde a' + b' = 1 y e* = 1 (Ejercicios 13, 14). Sie = 1 (v-39) 
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cs equivalente a (v-37) (Ejercicio 15); si e = —1, debe incluirse 
una rotación en el espacio o uma linea de reflexión en el plano. 

Dado que cualquiera geometría puede considerarse como un 
estudio de las propiedades invariantes (Ejercicio 9) con respecto 
a grupos de transformaciones y que estas transformaciones pueden 
representarse por matrices, esta sección podría ampliarse hasta 
constituir un libro completo. Nos hemos limitado a indicar cómo 
dos translormaciones corrientes pueden expresarse por medio de 
matrices (v-34) y (v-35) y a señalar que estas transformaciones son 
simplemente casos especiales de transformaciones más generales, ta- 
les como (v-38) en geometría, de las que la geometría euclidiana es 
un caso especial. En (Bibliografía N° 35), se podrá consultar un 
estudio completo de las razones por las cuales la geometría eucli- 
diana es un caso especial de varias otras geometrías. 

En este capítulo hemos definido los determinantes de matrices 
cuadradas de cualquier orden n por medio de permutaciones y 
hemos examinado el empleo de los determinantes y de las matri- 
ces en el estudio de sistemas de ecuaciones lineales, dependencia 
lineal, geometría analítica y transformaciones geométricas. Nues- 
tro examen estuvo, por necesidad, restringido a un pequeño nú- 
mero de aplicaciones típicas, Estudios más completos de la teoría 
y sus aplicaciones pueden consultarse cn los textos señalados en 
la Bibliografía, N* 9, 16, 39, 44 y 49. 


EJERCICIOS 


1. Representar las siguientes traslaciones por medio de matric 


mi=2-14=y+2 
Md) =13+2,y =y+5. 
tar 3. y y 4 
2 Representar las siguientes rotaciones en tomo al origen por medio de 
matrices: a) 302, b) 45°, c) 120% d) 1809, c) 2700, 
3 Deducir las matrices (v-36) y (v-37) de (v-34) y (v-35). 
+. Tustrar cl hecho de que la multiplicación de las matrices no cs conmuta- 
tiva valiéndose de las matrices 


a be d e 
[e 1 op [o o 1 
0.0.1 010 
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5. Demostrar, valiéndose de dos matrices generales de la forma (v-34), que 
el producto de dos trastaciones cualesquiera es a) una traslación; b) conmu- 
tativa. 
6. Demostrar que 100 
[pro 
0.01 


representa la transformación identidad en el plano, es decr, si se multiplica por 
cualquiera otra matriz de tres filas y tres columnas, o si es multiplicada por ella, 
el producto es igual a la otra matriz. 

7. Escribir en una sola transformación, valiéndose de matrices, los productos 
de las transformaciones que se señalan eu los siguientes ejercicios; a) Ejercicio 1 (a) 
y 2(a)5 b} Ejercicios 1 (a) y 1b); O) Ejercicios 1(b) y 2(c); d) Ejercicios 1 (c) 
y 2(d); e) Ejercicios l íc) y 240); A Ejercicios 2(a) y 21). 

8. Demostras, valiéndose del resultado del Ejercicio 6, que la traslación 
A’ i= X = a, y =y — bes la inversa de (v-34) . 

9. Un conjunto de transformaciones afines (v-38) forma un grupo si el con- 
junto contiene el inverso de todas las transformaciones del conjunto y el producto 
de todos los pares de transformaciones del conjunto, Demostrar que esta defini- 
ción está de acuerdo con la definición general de grupo dada en el Capítulo 1-14, 

10. Demostrar que cl conjunto de todas las traslaciones (v-34) forna un 
grupo. 

11. Demostrar que el conjanto de todas las rotaciones en torno al origen 
forma un grupo. 

12. Demostrar que el conjunto de todas las transformaciones afines (v-38) 
forma un grupo. 

18. Demostrar que (v-34) y (9-35) tienen cada cual la forma (9-39) , cuando 
abel 

14. Demostrar que (V-30) y (V-37) tienen cada cual la forma ¡v-39) cuando 
apbt=e=1 

15. Demostrar que (v-39) puede escribise en la forma (v-37) cuando 
eb er= il 

16. Demostrar que una traslación queda determinada por un par de puntos 


correspondientes, 
17. Cualquiera reflexión de un punto puede expresarse en la forma 


A y -y>+2» 


Indicar la representación correspondiente a una reflexión de wm punto por 
medio de una matriz. ¿Forma un grupo el conjunto de todas las rellexiones 
de un punto? Explicar 

18. Demostrar que el producto de un número par de reflexiones de un 
punto es una traslación, 
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19. Demostrar que el producto de un múmero impar de reflexiones de un 
punto es una reflexión de un punto. 


20. Demostrar que el conjunto de todas las reflexiones de un punto y de 
todas las traslaciones forma un grupo. 


21. Cualquiera dilatación puede expresarse en la forma 
x= arb, y=9 +0 en que a 20,1. 


Indicar la representación correspondiente de una dilatación por medio de una 
atriz. ¿Forma un grupo el conjunto de todas las dilataciones? Explicar. 
22. El conjunto de todas las dilataciones y traslaciones constituye el con- 
junto de las transformaciones homotéticas. Demostrar que el conjunto de todas 
las transformaciones homotéticas forma un grupo. 


23, Demostrar que el conjunto de todas las matrices con determinantes no 
nulos forma un grupo si las matrices tienen la forma 


an @n a 
dy Gn la 
Mu An Us, 


24. Demostrar que el conjunto de todas tas matrices de la forma 
Ay dr Gu Cu 
ün Un da üu 


Uy ax Un Uy 
Ga Un lu la, 


con determmantes no nulos forma un grupo. 
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CAPITULO VI 


Construcciones 


Las construcciones geométricas interesan a jóvenes y adultos. A los 
niños les gusta hacer decoraciones para la mesa de sus fiestas de 
cumpleaños, de Navidad o de otras ocasiones especiales, Probable- 
mente, el gusto por hacer canastos de papel, pegarles el asa, pin- 
tarles los lados, está estimulado por la ilusión de tener el canasto 
lleno de dulces en la fiesta. A medida que el niño crece la afición 
por las construcciones geométricas puede manifestarse en juegos 
con reglas, compases y transportadores, haciendo estrellas, tarje- 
tas de saludo y, más tarde, construyendo cuerpos geométricos. Al- 
gunos adultos pasan del papel y la goma de pegar al tallado en 
madera y a los trabajos cn metal. Otros, construyen modelos de 
trenes, barcos y aun ciudades completas. Unos pocos deciden desa- 
fiar a las autoridades matemáticas y tratan de resolver el problema 
clásico de trisectar un ángulo (Cap. vi, Secciones 6 a 8). El irre- 
sistible atractivo de las construcciones geométricas puede brindar 
muchas horas felices a jóvenes y adultos. 

En este capítulo nos referiremos a construcciones en la geome- 
tría plana euclidiana. Aprenderemos (Cap. vi-4) que las construc- 
ciones clásicas que emplean solamente regla y compás pueden usar- 
se para efectuar las cuatro operaciones racionales y la extracción 
de raíz cuadrada. Es así como —dada una recta cualquiera con un 
origen y un punto unidad para designar la unidad de distancia y 
el sentido positivo o dirección sobre la recta—, podemos asociar a 
los enteros positivos con puntos que resultan de agregar unidades 
sobre la recta; y los enteros negativos con puntos que resultan al 
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sustraer unidades; y los números racionales con puntos que re- 
sultan por multiplicación y división. En otras palabras, podemos 
construir sobre una recta el conjunto de puntos racionales respec- 
to de un origen dado y del punto unidad. En general, dados el 
origen y el punto unidad, podemos construir todos los puntos 
sobre la recta, cuyas coordenadas se puedan expresar por medio 
de un número fínito de números racionales, de operaciones racio- 
nales y de extracción de raíces cuadradas. Aún más, estos son los 
únicos puntos sobre la recta que pueden construirse a partir de 
los puntos dados empleando únicamente regla y compás (Cap. vr 
3). En consecuencia, existen criterios algebraicos precisos para de- 
terminar si un punto dado sobre una recta puede construirse o 
no a partir del origen dado y con la unidad de longitud dada, me- 
diante los métodos clásicos, Análogamente, existen criterios alge- 
braicos para determinar si es posible o no construir una figura 
plana. Estos criterios nlgebraicos son la base de las consideraciones 
que haremos aquí sobre las construcciones geométricas en este 
estudio de los conceptos fundamentales del álgebra. Analizaremos 
las construcciones clásicas en el plano desde un punto de vista al- 
gebraico (Cap. vi, Secciones 3 y 4), aplicaremos nuestros concep- 
tos algebraicos para demostrar la imposibilidad de tres famosos 
problemas clásicos de construcción (Cap. vI-6) y consideraremos 
varias construcciones no clásicas (Cap. vi, Secciones 7 y 8) de uno 
de estos problemas: la trisección de ángulos arbitrarios. 

Este estudio de las construcciones geométricas desde un punto 
de vista algebraico permite vislumbrar las relaciones esenciales en- 
tre cl álgebra (considerada como un estudio de conjuntos de nú- 
meros y variables y de sus relaciones entre sí) y la geometría (con- 
siderada como un estudio de conjuntos de puntos, rectas, planos, 
etc. y sus relaciones entre sí). En los fundamentos de las matemá- 
ticas hay teorías básicas y conceptos que se aplican indistintamen- 
te al álgebra o a la geometría. Nosotros no nos hemos empeñado en 
alcanzar este esencia común a todas las matemáticas. No obstante. 
esperamos que el estudio, en este capítulo, de Jas operaciones ra- 
cionales, desde los puntos de vista algebraico y geométrico, y de 
la representación geométrica de ciertas funciones algebraicas co- 
rrientes ~en el próximo capítulo—, contribuirán, en cierto modo, 
a que el lector aprecie la interdependencia entre el álgebra y la 
geometría. 
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vi -Á Construcciones clásicas 
VI-t CONSTRUCCIONES CLASICAS. 
Las construcciones geométricas pueden clasificarse en dos conjun- 
tos, según sean los métodos e instrumentos que se empleen. Los 
griegos de la antigüedad se empeñaron en hacer todas las cons- 
trucciones geométricas elementales usando solamente compás y re- 
gla. La regla puede usarse únicamente para trazar rectas. No está 
permitido utilizar el largo o el ancho de la regla, ni hacer marcas 
sobre clla. Nos referiremos a las construcciones que se atengan a 
estas restricciones con el nombre de construcciones clásicas. Las 
construcciones que se hacen con reglas graduadas, transportadores, 
mecanismos articulados, etc. (Cap. vi-9) se denominarán construc- 
ciones no clásicas. 

Teóricamente, las construcciones hechas con regla y compás son 
absolútamente precisas. Sin embargo, en la práctica, no son ni 
más ni menos exactas que las construcciones con transportador y 
regla graduada, Muchos de los problemas que se consideran difi- 
ciles o imposibles sujetos a las restricciones clásicas son sencillos 
si se usan marcas sobre la regla, transportador, reglas paralelas, 
pantógrafo, trisector de ángulos, mecanismos articulados y otros 
recursos análogos. Birkhoff y Beatley consideran construcciones 
con regla graduada y transportador (Bibliografía N? 6, págs. 165- 
171), así como también construcciones con regla y compás sola- 
mente (Bibliografía N? 6, págs. 172-196). Fourrey (Bibliografía 
N? 20), considera varios tipos de construcciones incluyendo cons- 
trucciones sólo con regla, construcciones únicamente con compás 
y construcciones con regla y compás. 

Para las construcciones, tanto clásicas como no clásicas, vamos 
a suponer que todos los puntos, rectas, etc., se encuentran en el 
mismo plano euclidiano. Para las construcciones clásicas daremos 
por aceptadas las cinco suposiciones siguientes: 

(i) Por dos puntos dados cualesquiera se puede trazar una línea 
recta. 

(ii) Se puede trazar un círculo que tenga por centro cualquier 
punto dado y por radio cualquier segmento de recta dado. 

(iii) Es posible determinar la intersección de dos rectas dadas 
no paralelas cualesquiera, 

(iv) Es posible determinar las intersecciones de cualquiera rec- 
ta dada y de cualquiera circunferencia dada, en caso de que éstas 
existan. 
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(v) Es posible determinar las intersecciones de dos circunfe- 
rencias dadas, siempre que éstas existan. 

“Toda construcción clásica debe consistir en un número finito 
de pasos por medio de regla y compás. Dado que las cinco supo- 
siciones anteriores incluyen todos los pasos posibles con regla y 
compás, toda construcción clásica debe consistir en un número fi- 
nito de pasos, en donde cada paso depende de una de las supo- 
siciones anteriores. 


EJERCICIOS 


1. Formular suposiciones algebraicas equivalentes a cada una de las cinco 
suposiciones fundamentales de las construcciones clásicas. 

2, Hacer las siguientes construcciones empleando únicamente una regla (Bi- 
blingrafia NO 20; págs, 3-24) : 

a) Dado un segmento de recta AB y una recta m paralcla a AB, encontrar 
el punto medio del segmento AB. 

b) Dadas dos rectas paralelas y un punto P, construir una recta paralela a 
las rectas dadas que pase por P, 

e) Dadas las rectas x = 0, x = 1, y = 0, y = 1 de un sistema de coordenadas 
en un plano, construir o describir las construcciones de los puntos (2,0), (8,0), 
(k0), (0,2), (0,3), (0,2), (k, n) en que k y n son enteros cualesquicra, 

3. Hacer las siguientes construcciones usando únicamente compás (Ribliogra- 
fía N? 20; págs. 05-114) : 

a) Dados tres puntos en el plano, determinar si son o no colincales. 

b) Dada una recta m y un segmento AB sobre ella, construir un segmento AF 
sobre m de una longitud igual a cinco veces la de AH. 

c) Dados «os puntos cualesquiera 4 y B, construir, sin considerar la recta AB, 
un punto C colineal con AB de tal modo que la longitud de AC sea dos veces 
aquella de 48, 

d) Dados los puntos (0, 0), (O, 1), (1, 0), ilustrar y describir una construc- 
ción para cualquier punto entero (k, n) como en el Ejercicio 2(c). 

4. En el siglo xvu, Mascheroni descubrió que cualquier punto que pudicra 
construirse empleando regla y compás, podía también consmirse artilizando única- 
mente compás. Demostrar que las cinco construcciones fundamentales, que se dan 
por aceptadas en las construcciones clásicas, excepto la primera, pueden efec- 
tuarse empleando tmicamente compás (Bibliografía NO 13; págs, 140-152) . 


vI-2 CONSTRUCCIONES CLASICAS 
ELEMENTALES. Desde los tiempos de la antigüedad 
griega, los geómetras se han sentido atraídos por el gran número 
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de construcciones que pueden hacerse utilizando únicamente re- 
gla y compás, es decir, por las construcciones clásicas. Actualmente, 
la mayoría de los textos de geometría para la enseñanza media in- 
cluyen algunas construcciones clásicas elementales. En particular, 
el No 6 de la Bibliografía; págs. 172-196, contiene una muestra 
excelente de construcciones clásicas, que incluye a aquéllas que se 
presentan como ejercicios al final de esta sección. Estos ejercicios 
servirán, principalmente, como un repaso de las construcciones co- 
rrientes que se estudian en la escuela secundaria. En unos pocos 
casos se dan indicaciones. Algunas de estas construcciones pueden 
simplificarse mucho por medio de teoremas más avanzados de la 
geometría euclidiana, También resulta un buen ejercicio suple- 
mentario hacer las demostraciones geométricas o algebraicas de 
cada construcción. Aunque la lista de ejercicios es larga y pudo 
haber sido mucho más larga, hay también muchas construcciones 
que no son posibles empleando únicamente regla y compás. En 
las tres secciones siguientes estudinremos los fundamentos algebrai- 
cos para determinar si es posible o no hacer una construcción de- 
terminada valiéndose únicamente de regla y compás, 


EJERCICIOS 


Hacer las construcciones siguientes mtilizando únicamente regla y compás: 

1. La simetral de un segmento de recta dado. 

2. Un ángulo igual a un ángulo dado. 

3. La bisectriz de un ángulo dado. 

4, Una recta que pase por un punto dado y sea paralela a una recta dada, 

5. Dividir un segmento de recta dado en » partes iguales, 

6. Dividir un segmento de recta dado en partes proporcionales a k segmentos 
de recta dados. 


7. La cuarta proporcional de tres segmentos de recia dados, es decir, cons- 
tmir n si r/s = mjn. 

8. La perpendicular a una recia dada en un punto dado que se encuentre 
a) sobre la recta, y b) fuera de ella. 

9. La media proporcional (medio geométrico) entre dos segmentos de 
recta dados; es decir, construir s si m/s = s/n. 

10. La circunferencia que pase por tres puntos dados no colincales, 

11. La circunferencia circunscrita a un triángulo dado, 
inscrita en un triángulo dado. 


13. El centro de una circunferencia, dado un arco de elta. 


12, La circunferencia 
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14. La tangente a una circunferencia dada en un punto dado. 
15. Las tangentes a una circunferencia dada desde un punto fuera de ella. 
16. Las tangentes exteriores comunes a dos circunferencias dadas, en el caso 
en que sca posible, (Indicación: Dadas dos circunferencias de centros 0, 0” y de 
radios r y Y respectivamente, en que 7 => 7, construir una circunferencia con 
centro de radio r— 7’ y valerse del Ejercicio 15, tomando 0” como punto exterior) . 


17. Jas tangentes interiores comunes a dos circunferencias dadas, en el caso 
de que existan. (Indicación: Esta construcción puede hacerse de manera análoga 
a la empleada en el Ejercicio 16, construyendo primero una circunferencia de 
radio y + r en tomo de 0). 

18. Un triángulo que tenga tres lados dados. 

19. Un triángulo que tenga dos lados y el ángulo comprendido dados. 

20. Un triángulo que tenga dos ángulos y un lado dados. (Indicación: Dados 
dos ángulos cualesquiera de un triángulo, el icrccr ángulo puede encontrarse 
valiéndose del hecho de que en la geometría euclidiana, la suma de tres ángu- 
los de un triángulo es un ángulo extendido) . 

21. Un triángulo (no es siempre único) que tenga dados dos lados y cl 
ángulo opuesto a uno de ellos. 

22. Triscctar un ángulo recto. 

28. Inscribir polígonos regulares de tres, seis y doce lados en una circun- 
ferencia dada. 

24. Inscribir poligonos regulares de cuatro, ocho y dieciscis lados en una 
circunferencia dada, 

25. Inscribir polígonos de cinco y diez lados en una circunferencia dada. 

26. Inscribir un polígono regular de quince lados en una circunferencia da- 
da, (Indicación: valerse de un lado o del ángulo del centro de un exágono (seis 
lados) regular inscrito y lo mismo de un decágono (diez lados) regular inscrito]. 

27. Circunscribir a ua circunferencia dada polígonos regulares de tres, cua- 
tro, cinco, seis, ocho, diez y doce lados. 


VI-3 EL PUNTO DE VISTA ALGE: 
BRAICO. Los geómetras griegos idearon muchas construc- 
ciones con regla y compás. Sin embargo, trataron en vano de re- 
solver mediante construcciones clásicas problemas tales como la 
duplicación de un cubo, la cuadratura de un círculo, y la trisec- 
ción de un ángulo (Cap. vi-6). Durante el siglo diecinueve se 
dieron demostraciones algebraicas para probar que estos tres pro- 
blemas no pueden resolverse exclusivamente con regla y compás 
(Cap. vr6). Sin embargo, pueden resolverse, mediante construc- 
ciones no clásicas. En general, el criterio algebraico o analítico 
sobre las posibilidades de construcción (Cap. vr4 y Cap. v15) per- 
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'mite determinar exactamente qué problemas de construcción clá- 
sicos tienen solución, es decir, qué problemas de construcción se 
pueden resolver valiéndose únicamente de regla y compás. Por 
ejemplo, las consideraciones algebraicas llevaron a la construcción 
clásica de un polígono regular de 17 lados cuya posibilidad de cons- 
trucción de acuerdo con las restricciones clásicas, ni siquiera se sos- 
pechó durante los veinte siglos transcurridos desde los tiempos de 
Euclides hasta la época de Gauss (Bibliografía N? 15, pag. 353). 
Las proposiciones algebraicas correspondientes a las cinco su- 
posiciones formuladas en el Cap. vel, son: 


(1) Se puede determinar la ecuación de una recta que pasa por 
dos puntos dados. 

(iï) Es posible establecer la ecuación de una circunferencia que 
tenga un centro y un radio dados. 

(iii?) Es posible determinar las coordenadas del punto de in- 
tersección de dos rectas dadas cualesquiera no paralelas. 

(iv) Es posible determinar las coordenadas de los puntos de in- 
tersección de una recta dada y de una circunferencia dada, en el 
caso de que estos puntos existan. 

(v) Es posible determinar las coordenadas de los puntos de in- 
tersección de dos circunferencias dadas, en caso de que éstos existan. 

Todos los resultados anteriores pueden hallarse algebraicamen- 
te empleando coordenadas cartesianas ortogonales, las cuatro ope- 
raciones racionales y la extracción de raíces cuadradas reales; e in- 
versamente, sólo pueden resolverse por medio de regla y compás 
problemas que sean algebraicamente equivalentes a los citados an- 
teriormente. Por lo tanto, existe un criterio algebraico para de- 
terminar si alguna construcción particular puede o no realizarse 
empleando únicamente regla y compás. Estos criterios se [ormulan 
más fácilmente mediante las cuatro operaciones racionales y la ex- 
tracción de raíces cuadradas. En la sección siguiente considerare- 
mos construcciones clásicas bien determinadas, las construcciones 
clásicas básicas que pueden utilizarse para efectuar estas cinco opc- 
raciones. 


VI-4 CONSTRUCCIONES CLASICAS 
BASICAS. Acabamos de señalar que toda construcción clá- 
sica posible debe ser equivalente algebraicamente a un número 
finito de pasos en que se usen sólo las cuatro operaciones racio- 
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nales y la extracción de raíces cuadradas, Ahora vamos a verificar 
que estas cinco operaciones pueden realizarse utilizando única- 
mente regla y compás. 

Dados los segmentos de recta de longitud m y n, respectivamen- 
te, podemos construir fácilmente segmentos de longitud m, n, m 
+ n, y m — n sobre cualquiera recta dada. Si se da además un 
segmento de longitud igual a la unidad, podemos construir seg- 
mentos de longitud mn y m/n como en la Fig. vi-l. Estas dos cons- 


Fic. vi-l 


trucciones se basan en que una recta paralela a un lado de un 
triángulo divide a los otros dos lados en la misma razón. Por con- 
siguiente, tenemos las proporciones mn : m = n : 1 ym: (mjn) 
= n : l, respectivamente, en los triángulos de la Fig. vi-l. Des- 
pués de esto, podemos sumar, sustraer, multiplicar y dividir seg- 
mentos de recta en el sentido que hemos señalado, utilizando úni- 
camente regla y compás, es decir, se pueden efectuar las cuatro 
operaciones racionales por medio de construcciones clásicas. 

La extracción de raíz cuadrada es un caso especial de hallar 
el medio geométrico o la media proporcional (Ejercicio 9, Cap. 
vi-2). La demostración de esta construcción clásica se basa en que 
cualquier triángulo inscrito en una semicircunferencia es un 
triángulo rectángulo. Así el A ABC 


c 
en la Fig. ve2 es un triángulo rectán- 
gulo. El segmento CD es perpendicu- 
lara AB en D, siendo AD = m y DB 
B 


= n. Luego, los triángulos ADC y A 

CDB son semejantes y AD/CD = 

CD/DB, de donde CD = ymn. El 

caso especial y/m en que estamos em- 

peñados, pueden efectuarse haciendo Fic, vi-2 

n = l) para cualquier segmento de recta dado de longitud m me- 
diante los métodos clásicos si se da un segmento de longitud igual 
a la unidad (o bien, se puede obtener de los datos dados median- 
te los métodos clásicos) . 
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Dado un segmento de longitud igual a la unidad y segmentos 
m y n, podemos construir segmentos m + n, m — n, m > n, mjn 
y vnn, es decir, hemos verificado ahora que, dado un segmento 
de longitud igual a la unidad, pueden combinarse segmentos de 
recta dados cualesquiera por medio de las cuatro operaciones ra- 
cionales y de la extracción de raiz cuadrada empleando únicamen- 
te regla y compás. A la inversa, dado que toda construcción clá- 
sica debe constar de un número finito de aplicaciones de las cinco 
suposiciones fundamentales (Cap. vr-1) y cada una de ellas debe 
efectuarse por medio de las cuatro operaciones racionales y la ex- 
tracción de raíces cuadradas, hemos demostrado que toda cons- 
trucción clásica debe constar de un conjunto finito de construc- 
ciones clásicas básicas. Ahora bien, definiremos una figura geome- 
trica plana como cualquier conjunto de puntos y rectas en un 
plano, y obtenemos cl 


TEOREMA Vil. Es posible construir una figura geométrica plana 
por medio de regla y compás si y sólo si las coordenadas carte- 
sianas ortogonales de sus puntos (vértices, etc.) pueden obte- 
nerse de aquéllas de la figura dada, mediante un número finito 
de operaciones racionales y extracciones de raices cuadradas 
reales, 


Todos los números racionales y expresiones, tales como 
VIO — 2 1/5 pueden construirse con regla y compás una vez que 
se haya elegido una unidad. La expresión citada es la longitud 
de un lado de un pentágono regular inscrito en un circulo de 
radio dos. En la sección que sigue veremos que toda expresión sus- 
ceptible de construirse como aquélla es una raíz de una ecuación 
irreducible con coeficientes enteros de grado igual a una potencia 
entera de 2, 


EJERGICIOS 

1. Dado un segmento como unidad, construir segmentos de longitudes iguales a 
8,3224 VE, V3 + v. 

2. Dividir un segmento de recta dado en cinco partes iguales 

3. Dividir un segmento de recta dado en partes proporcionales a tres segmen- 


tos de recta dados. 
4. Construir una estrella de cinco puntas. 
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5. Construir un exágono regular, dado su lado. 
6. Dado un triángulo obtusingulo, construir las circunferencias inscrita y 
circunscrita. 
7. Hacer una demostración algebraica de la construcción de un decágono 
regular (Bibliografía N° 13; págs. 122-123), (Bibliografía N? 6; págs. 191-194). 
8. Dado el eje x, el origen y el punto (1,1) en un plano, construir los puntos: 


a) (40); b) —= -0:9 -5+v420:0 29;9 (VE 5. 
9. Id. al Ejercicio 8, construir los gráficos de a) x = 5 b) 2x 4- 3y = 
9 VHE+b=2V 3. 
10. Demostrar que cl gráfico de cualquier recta con coeficientes constructi- 
bles puede ser construída por los métodos clásicos. 
11. Demostrar que cualquiera circunferencia 
"Ay bx dy e=0 


cuyos coeficientes pueden construirse, puede también construirse. 


VI-5 CONSTRUCCIONES DE RAICES 
DE ECUACIONES. Toda ccuación lineal tiene una 
raíz que puede expresarse por medio de los coeficientes, emplean- 
do únicamente operaciones racionales. En consecuencia, cualquie- 
ra ecuación lineal con coeficientes susceptibles de construirse tiene 
una raíz que es posible construir y que se representa por un número, 
Se dice que este número es constructible si es posible obtener el 
segmento de recta correspondiente de los datos dados, cualesquiera 
sean las restricciones que se hayan establecido. En esta sección 
nos dedicaremos a números cuya construcción es posible únicamente 
con regla y compás. 

Cualquiera ecuación cuadrática puede escribirse en la forma 


(VI-1) *—a+b=0 


Las raíces de esta ecuación son precisamente (Bibliografía N9 15; 
págs. 355-356) las intersecciones con el eje x, de la circunferencia 


O eagan, 


que queda reducida a 


cuando y = 0. Cualquiera ecuación cuadrática con coeficientes 
susceptibles de construirse puede expresarse en la forma (vi-1), 
donde a y b son constructibles. Las coordenadas del centro y el 
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radio de la circunferencia (v!-2) som, por lo tanto, susceptibles de 
construir. En consecuencia, las raíces reales de cualquiera ecuación 
cuadrática con coeficientes susceptibles de construir pueden cons- 
truirse siempre que tales raíces reales existan. Ya hemos demostrado 


TEOREMA VI - 2. Si los coeficientes de una ecuación lincal o 
cuadrática pueden construirse basándose sobre los datos dados 
empleando únicamente regla y compás, entonces las raices reales 
de la ecuación pueden construirse empleando únicamente regla 
y compás. 


Consideraremos en seguida unos cuantos resultados de ccuacio: 
nes de grado mayor que dos. Sin embargo, no intentaremos cx- 
poner una teoría completa sobre estas ecuaciones. 

En el anillo de los polinomios con coeficientes enteros (Cap. 
1-2) un polinomio dado p(x) es reducible dentro del anillo de 
los enteros (Cap. uf- 6) si y sólo si puede expresarse en la forma 
p(x) = q(x) - r(x), en donde q(x) y t(x) son polinomios de grado 
positivo con coeficientes enteros. En particular, cualquier polino- 
mio no lineal con coeficientes enteros y una raíz racional es redu- 
cible dentro del anillo de los enteros. Si una ecuación irreducible 
f(x) = 0 con coeficientes racionales tiene una raiz susceptible de 
construirse r, esto significa que tiene una raíz que pubde expresarse 
por medio de las operaciones racionales y la extracción de raíces 
cuadradas, Luego (según teorías más avanzadas de álgebra) todas 
las raíces de f(x) = 0 son conjugadas de r y pueden obtenerse de 


r exactamente como 1 — “/2 puede obtenerse de 1 + 1/2: Por 


ejemplo, el número V 10 — 2/5 que se mencionó al final del Cap. 
vi-4 es una raíz de x? — 20x? 4- 80 = 0. a ecuación tiene las 
víces V 10 — 2/5, V 10 + 2/5, — V 10 — 245 — V10 + 245. 
En general, el grado de cualquiera ecuación irreducible que tenga 
una raíz real susceptible de construir debe ser de la forma d = 2, 
en donde k es un entero no negativo. Esto resulta evidente intuiti- 
vamente, ya que cualquiera raíz racional es una raíz de una ecuación 
irreductible de grado 1 = 22 y cualquiera raíz irracional susceptible 
de construirse es una de entre un número par de raices conjugadas 
(incluyendo ella misma) que resulta de la raíz dada al considerar 
cada uno de los radicales alternadamente como positivos y negati- 
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vos. Sca fíx) = 0 una ecuación polinomia con cocticientes raciona- 
les que tenga precisamente como raíces las 2” conjugadas obtenidas 
de esta manera. Luego f(x) tiene grado 2”. Sin embargo, con este 
método de calcular las raices conjugadas puede ocurrir que algunas 
raíces se cuenten más de una vez, como por ejemplo, cuando el nú- 
mero dado cuya construcción es posible, es 


VM5- 124 134 V5+ V2- 13 


En estos casos puede demostrarse (Bibliografía N? 30; págs. 5-12) 
que toda raíz se cuenta exactamente s veces, para algún s entero 
positivo, siendo s divisor de m, y que si g(x) = 0 es una ecuación 
polinomia irreducible con coeficientes racionales que tiene como 
raíz el número dado que es susceptible de construir, entonces g(x) 
= 0 tiene como raíces las raíces distintas de f(x) = 0 y f(x) = 
c[g(x)]', siendo c una constante. Por lo tanto, el grado d de g(x) 
satisface la relación d 2", de donde d = 2* para algún entero 
positivo k. Como consecuencia de este resultado tenemos 


"TEOREMA vI - 3. Una ecuación polinomia irreductible con coe- 
ficientes racionales y de grado d, en que d no pueda expresarse 
como una potencia entera de 2, no tiene ninguna raíz que pueda 
construirse valiéndose únicamente de regla y compás con la uni- 
dad de longitud dada. 


Nótese que no se pueden construir todas las raíces reales de las 
ecuaciones polinomias irreducibles con coeficientes racionales y de 
grado 2” para todo entero m (Cap. 1v-5). Al estudiar algunos de 
los problemas clásicos de construcción en el Cap. v1-6, nos servirá 
mucho el Teorema vı- $. 


FJERCICIOS 
1. Hacer uva lista de cinco números irracionales construcuibles. 


2 Elegir un segmento de recta como unn 
lista hecha en el Ejercicio 1. 


d y construir los números de la 


3. Indicar el conjunto de conjugados asociados con cada uno de los nù- 
meros dados en el Ejercicio 1. 
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4. Indicar una ecuación irreductible con cocficientes enteros para cada nú- 
mero del Ejercicio 1 y que tenga el número dado como raíz, 
5. Dado un sistema de coordenadas, construir las raíces de las siguientes 
ecuaciones: 
a) 3x—5 
b xt — 6x — 
e) 2x4 5x 
A 8x 


6. Encontrar los conjugados distmtos de cada uno de los sigmentes números: 


14+ VD 2- V34 v? Vi V2- Vi va 


7. Hallar una ecuación irreducible con cocficientes enteros que se satisfaga 
con cada uno de los números dados en el Ejercicio 6. 


8. Dar ejemplos de tres ecuaciones polinomias con coeficientes enteros que 
no puedan resolverse gráficamente utilizando únicamente regla y compás. 

9. Se puede demostrar (Bibliografía NO 15; pág. 379) que un polígono re- 
guiar de m lados puede construirse usando únicamente regla y compás, si y 
sólo si 


= "Pp, Par 

en que los p, son números primos distintos de la forma 2” 4 1. Todicar en la 
fórmula anterior todos los valores de n < 30 tales que un poligono regular de n 
lados pueda construirse mediante regla y compás. (Gauss fue el primero en des- 
cubrir una fórmula para este resultado cuando él era aún muy joven y este hecho 
influyó grandemente en su decisión de consagrar su vida a las matemáticas) . 


VI-6 PROBLEMAS DE CONSTRUCCION 
FAMOSOS. Hay tres problemas clásicos de construcción que 
ban constituido un desafío para los geómetras durante muchos 
siglos: la construcción de un cubo cuyo volumen sea el doble de 
aquél de un cubo dado (la “duplicación” de un cubo), la cons- 
trucción de un cuadrado cuya área sea igual a aquélla de un circu- 
lo dado (la “cuadratura” de un círculo), y la trisección de cual- 
quier ángulo dado. Estos problemas fueron conocidos por los 
gricgos de la antigüedad y aún hoy día se proponen soluciones 
de ellos. No obstante, en la actualidad podemos valernos de crile- 
rios algebraicos (Cap. vt-3 y Cap. v1-5) para establecer que es 
imposible resolver estos problemas conforme a las restricciones clá- 
sicas. En las Secciones 7 y 8 de este Capítulo vi examinaremos unos 
cuantos métodos no clásicos para resolver el problema de la trisec- 
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ción y haremos notar la manera en que cada solución contraviene 
las restricciones clásicas, 

Construcción de un cubo cuyo volumen sea el doble de aquél 
de un cubo dado. Este problema es llamado a veces problema de 
Delos. De acuerdo con la tradición, este problema surgió cuando 
el oráculo de Delos aconsejó a los atenienses que duplicaran la 
medida del altar de Apolo. Si se elige como unidad de longitud la 
arista del cubo dado, se necesita construir un segmento de recta de 
Jongitud x tal que x* = 2. La ecuación x’ — 2 = 0 es irreducible 
en el anillo de los polinomios con coeficientes enteros, ya que según 
el Teorema 1v - 9 no tiene una raíz racional, luego, según el Teo- 
rema vi - 3, no tiene una raíz susceptible de construirse. En con- 
secuencia, no es posible construir x = 4I y el problema de Delos 
no puede resolverse empleando únicamente regla y compás. El pro- 
blema puede resolverse fácilmente por métodos mo clásicos. Por 
ejemplo, podemos hacer el gráfico de la curva y = x* y hallar su 
intersección cón la recta y = 2. 

Construcción de un cuadrado cuya área sea igual a aquélla de 
un circulo dado. Si elegimos como unidad de longitud el radio 
de un círculo dado, el problema se reduce a la construcción de una 
raíz de la ecuación x’ = m lo que sólo es posible si el número 
trascentlente (Cap. 1 - 10) x es susceptible de construirse, A con- 
tinuación observamos que según las limitaciones clásicas todo nú- 
mero susceptible de construirse es algebraico (Cap. 1-10) y por 
lo tanto, ningún número trascendente puede construirse valién- 
dosc únicamente de regla y compás. Dado que de acuerdo a las 
restricciones clásicas todo número susceptible de construirse puede 
expresarse por medio de números enteros empleando las operacio- 
nes racionales y la extracción de raíces cuadradas, todo número 
cuya construcción es posible satisface una ecuación polinomia con 
coeficientes enteros y en consecuencia es un número algebraico. 
Es así como el número trascendente q/x no es constructible por 
medio de los métodos clásicos, y la construcción de un cuadrado 
cuya área sea igual a aquélla de un círculo dado no puede reali- 
zarse empleando únicamente regla y compás. 

En 1882, Lindemann demostró, por primera vez, que x es un 
número trascendente. No obstante, las construcciones no clásicas 
de x se conocen desde hace muchos siglos (Bibliografía N9 30; 
págs. 55-80). Hacia el año 400 a. J. C. Hipias de Elis hizo una 
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construcción no clásica de una curva conocida con cl nombre de 
cuadratriz (Bibliografía N? 55; págs. 19-20), que podía usarse para 
obtener x y para trisectar cualquier ángulo, Brevemente, dado un 
cuadrante de un círculo OAB, como en la Fig. vr-3, se considera 
un punto Q que se mueve con velocidad constante a lo largo del 
arco AB y un punto R que se mueve con velocidad constante a lo 
largo del radio OB de tal modo que los dos puntos parten simul- 
táneamente de A y O, respectivamente, y llegan simultáneamente 
a B. En cualquicr instante t, podemos designar las posiciones de 
los puntos por R; y Qr. El lugar geométrico 
BPD de la intersección de radio OQ, y de 
la recta correspondiente paralela a OA que 
pasa por R, constituye la cuadratriz. La cua- 
dratriz puede obtenerse también deslizando 
el punto R a lo largo de la recta OB a una 
velocidad constante y haciendo girar cl 
círculo en torno de O a una velocidad cons- D 
tante. FIG, vi-3 


La ecuación de la cuadratriz puede obtenerse de las relaciones 


(VI-3) = ct,  arctgy/x = kt, 


en que P:(x, y) es un punto general de la cuadratriz y t indica el 
tiempo en que las partículas Q y R han estado en movimiento. 
Elijamos la unidad de tiempo de modo que a medida que R se 
mueva desde O hasta B, t varíe de 0 a 1. Luego x/2 = k, e y/x = 
tg xt/2 es una ecuación de la cuadratriz. Si clegimos también la 
unidad de longitud de modo que OB = 1, tenemos que 1 = c, 
de donde y = t y x = t/tg (xt/2). Si t = 0, esta relación puede 
usarse para obtener OD = 2/x por medio de los métodos que se 
estudian en cálculo para tratar fórmulas indeterminadas. En con- 
secuencia, 2/x y por lo tanto, z puede construirse por medio de la 
cuadratriz, regla y compás. 

La trisección de un ángulo dado. Este problema es aún muy 
popular por cuanto todavía se proponen soluciones casi todos los 
años. Estas soluciones son inevitablemente construcciones no clá- 
sicas, aunque a menudo no sea esa la intención. Consideraremos 
primeramente una demostración algebraica de la imposibilidad 
del problema de la trisección conforme a las restricciones clásicas 
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y en seguida (Cap. v1-7 y Cap. vi-8) consideraremos unas cuantas 
soluciones no clásicas. 

La demostración corriente para probar que existe por lo menos 
un ángulo que no puede trisectarse por medio de los métodos clá- 
sicos se vale de unas pocas identidades trigonométricas y de un 
ángulo de 120% Dado un ángulo de 120% buscamos un ángulo de 
40%, La construcción de un ángulo de 409 es equivalente a la cons- 
trucción de un triángulo rectángulo cuya hipotenusa es la unidad 
y su base es cos 40%, De esta mancra un ángulo de 120% puedo 
trisectarse si y sólo si se puede construir un segmento de recta de 
longitud cos 40%, De cos 1200 = — 4 y de la identidad trigono- 
métrica 


4 cos? x — 3 cos x = cos 3x, 
podemos obtener la relación 
4 cos 400 =- $ cos 40° + 4 = 0. 


Haciendo y = cos 10°, tenemos 


dy — 3y 4+} = 0. 
Multiplicando por 2 y haciendo la sustitución z = 2y, resulta 
2-4 l = 


esta ecuación no tiene raíces racionales (Teorema 1v-9) y por 
consiguiente es irreducible en el anillo de los polinomios con 
coeficientes enteros. Luego, según el Teorema vi-3, su raíz no 
puede construirse y z = 2 cos 40% no es constructible, es decir, un 
ángulo de 120% no puede trisectarse y el problema de la trisección 
no es posible conforme a las restricciones clásicas, 

La demostración anterior mediante los Teoremas 1v-9 y vi-3, 
de que ninguna raíz z es susceptible de construirse puede expre- 
sarse también de una manera más sencilla, como sigue: Las 
únicas raices-racionales posible de la ecuación * — 32 + 1 = 0 
deben ser enteros, dado que el coeficiente principal es la unidad 
y cualquiera raíz racional debe ser divisor del término constante. 
Por lo tanto, las únicas raíces racionales posibles son +1 y —l. 
Dado que ninguno de estos enteros es una raíz, la ecuación no 
tiene raíces racionales. Si la ecuación tuviera una raíz expresable 
por medio de irracionales cuadráticos tal como a + by2; tendría 
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también como raíz al irracional conjugado a — by2 y la raíz res- 
tante (la tercera) sería racional. Dado que cualquier número cuya 
construcción es posible mediante los métodos clásicos puede expre- 
sarse por medio de enteros utilizando un número finito de opera- 
ciones racionales y la extracción de raíces cuadradas, todo número 
no racional susceptible de construirse forma parte de un conjunto 
de un número par de conjugados (incluso él mismo) (Cap. vı- 5). 
Por lo tanto, cualquiera ecuación con coeficientes enteros que 
tenga una raíz irracional susceptible de construirse, debe tener un 
número par de raices irracionales. En particular, cualquiera ecua- 
ción cúbica con coeficientes enteros que tenga por Jo menos una 
raíz irracional susceptible de construirse debe tener exactamente 
dos raíces irracionales y una raíz racional. En consecuencia, si la 
ecuación cúbica citada no tiene ninguna raíz racional, esto implica 
que no tiene ninguna raíz susceptible de construirse. Como en el 
caso anterior, esto implica que un ángulo de 120° no puede trisec- 
tarse, de donde se deduce que no todo ángulo puede trisectarse 
y que el problema de la trisección no puede resolverse usando 
únicamente regla y compás. En las dos secciones que siguen consi- 
deraremos unos cuantos métodos no clásicos para trisectar ángulos 
y veremos en qué contravienen las restricciones clásicas. 


LJERCICIOS 


1. ¿Es posible dividir un ángulo arbitrario cn siete partes iguales conforme 
a las restricciones clásicas? Explicar. 

2. Indicar una construcción clásica de dieciseis puntos cualesquiera de la 
elipse 

44 y = 1. 

3. ¿Se puede hacer cl gráfico completo de la elipse del Ejercicio 2 conforme 
a los métodos clásicos? Explicar. 

4. Proponer una construcción no clásica de la elipse del Ejercicio 2. 

5. Formular las condiciones necesarias y suficientes que deben cumplir los 
cocficientes de la ecuación Ax* 4 Bxy + Cy* + Dx + Ey 4 F = 0 para que 
pueda dibu completo de la ecuación utilizando únicamente regla 
y compás (Cap. vir3). 


V1-7 TRISECCIONES GEOMETRICAS 
NO CLASICAS. En una de las más antiguas y más senci- 
Itas construcciones de la trisección de ángulos se desestima la limi- 
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tación clásica de que no debe usarse marcas en la regla, Esta 
construcción se atribuye a Arquímedes. Necesita solamente compás 
y una regla con dos marcas en 
ella. Una regla graduada ser- 
virá muy bien. 
Dado cualquier ángulo agu- 
do ABC (Fig. vi-4) constrú- 
yase una circunferencia de 
radio 7 en torno al vértice B. 
Sea D la intersección de la cir- 
cunferencia con el lado BC. 
Prolónguese el lado 4B más 
allá de B. Márquese en la re- 
gla la longitud r = BD. En 
seguida manténgase la regla sobre D y deslícese una marca a lo largo 
de la prolongación de AB hasta que la otra marca toque a la circun- 
ferencia en algún punto F. Trácese DF y prolónguese hasta que corte 
a AB en E. Entonces <BEF = y <4ABC. Esto se demuestra como 
sigue: Trácese BF y designese los ángulos como en la Fig, vı- 4. En- 
+ tonces EF = FB = BD œ r, <l = <2, <3 = < 4. Dado, que 
<3 es un ángulo exterior del triángulo BEF y <5 es un ángulo 
exterior del triángulo BED, tenemos <3 = <1 + <2 = <l + 
<l; <5 = <1 + <4 = <l 4 <8 = <l 4+ <1 + <l, y 
por consiguiente <ABC = <3 BEF. Esta no es una solución clá- 
sica del problema de la trisección, ya que se emplean marcas so- 
bre la regla. 
Hipias de Elis hacia el año 400 a. c. (Cap. vr6) ideó otra so- 
lución no clásica del problema de la trisección. Este método se vale 
de la cuadratriz (Fig. vr3). De las relaciones (vr3), tenemos 


Fig. vi4 


<40Q, : <40Q,= OR, : OR, 


de donde el ángulo 400, puede trisectarse haciendo OR, = FOR), 
R,T paralela a OA, y trazando OTQ,. Entonces <AOQ, = 4 
<AOQ,. Esta solución del problema de la trisección no satisface 
las restricciones clásicas dado que la cuadratriz no puede dibujarse 
exactamente mediante los métodos clásicos. 

Varias soluciones que se han propuesto para el problema de la 
trisección constan de una sucesión de pasos en que se trazan rectas 
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tan cerca como se desee de las rectas pedidas que trisectarían al 
ángulo. Estas soluciones no satisfacen las restricciones clásicas, dado 
que se deben trazar las rectas pedidas en un número finito de pasos. 

La popularidad del problema de la trisección se manifiesta en 
el número siempre creciente de inventores de métodos para tri- 
sectar ángulos, El Chicago Sun del 5 de enero de 1948, publicaba un 
artículo titulado “¿Trisectar un ángulo? Sencillo... El insiste”. 
La construcción descrita en el artículo se vale de un círculo de 
diámetro igual al ancho de la regla empleada, coloca el ángulo 
superior izquierdo de la regla a lo largo de cierta recta, y manipu- 
la la regla hasta que el ángulo superior derecho toque a otra recta. 
Aunque esta construcción no utiliza marcas sobre la regla, se vale 
del ancho fijo de la regla, lo que es contrario a las limitaciones 
clásicas que se imponen al problema (Cap. vı- 1). 

La aparición frecuente de métodos para trisectar ángulos pone 
de relieve el hecho de que matemáticos y profesoxes aún no han 
logrado difundir la realidad sobre el problema de la trisección, es 
decir, que este problema tiene fácil solución por métodos no clá- 
sicos, pero que no puede resolverse sujeto a las restricciones clásicas. 

Hay muchas otras construcciones no clásicas para resolver el 
problema de la trisección (Bibliografía NO 55). Varias de éstas 
se valen de curvas, tales como el gráfico de 

x’ + xy? 4 ay’ — 3ax' =0, 
(Fig. vr5) que no pueden cons- 
truirse empleando únicamente re- 
gla y compás. La curva de la fi- 
gura vi-5 se denomina la Trisectriz 
de Maclaurin y puede usarse para 
triscetar cualquier ángulo. Dada 
una Trisectriz de Maclaurin y 
cualquier ángulo ABC, trácese una 
recta m por el punto (2a, 0) que 
forme un ángulo igual al ángulo Fig. vi5 
dado en el eje positivo de las x. Encuéntrense las tres interseccio- 
nes P,, P¿, P, de la recta m con la curva dada, Una de las rec- 
tas P,O, donde O es el origen, forma un ángulo con el eje posi- 
tivo de las x igual a un tercio del ángulo dado. No es difícil de- 
terminar cuál de las tres rectas P,O debe usarsc, ya que se puede 
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comparar rápidamente tres veces cada uno de los tres ángulos ob- 
tenidos con el ángulo dado. Este método de trisectar ángulos se 
trata en muchos textos de geometría analítica. No se atiene a las li- 
mitaciones clásicas impuestas al problema en cuanto emplea una 
curva que no puede construirse usando únicamente regla y compás. 
Ya hemos considerado varias construcciones no clásicas para 
resolver el problema de la trisección y hemos hecho notar la forma 
en que cada método contraviene las restricciones clásicas impues- 
tas sobre el problema. En la sección siguiente estudiaremos unos 
cuantos trisectores mecánicos, 


RJERCICIOS 


1. valiéndose de la construcción de Arquimedes y del Ejercicio 22, Cap. vr-2, 
encontrar un método para trisectar ángulos de cualquier medida. 

2. Dibujar ángulos de aproximadamente 80%, 150%, 250%, 300% y 350%. Tri 
sectax cada uno de los ángulos que se ucaba de dibujar. 

3. Describir e ilustrar la solución no clásica de Pappus del problema de la 
tłisección, utilizando regla, compás, y la construcción de una hipérbola (Biblio- 
grafía N? 55; págs. 22-29) . 


VI-8 TRISECTORES DE ANGULO ME. 
CANICOS. Hay varias clases de trisectores mecánicos de 
ángulo que varían en complejidad desde la tapa de una lata de 
café con dos varillas prendidas (Bibliografía N? 4) hasta los poli- 
gonos articulados (sistemas de varillas unidas entre sí por ejes de 
articulación) en cuya construcción hay que efectuar mediciones 
muy cuidadosas. 

El trisector de ángulo sencillo que citamos anteriormente puede 
hacerse con cualquier disco circular. Es una variante del toma. 
hawk* (Bibliografía N? 55; pág. 37). Sea r el radio del disco y O 
el centro. Préndase firmemente al disco, una varilla OPQ de lon- 
gitud 2r. En seguida préndase una segunda varilla PT tangente 
al disco en P (Fig. vı- 6). Este invento puede usarse para trisectar 
cualquier ángulo dado ABC resbalando TP por B hasta que el 
disco esté tangente a un lado del ángulo dado, digamos en E, y 
Q se encuentre en el otro lado (Fig. vr -7). Los triángulos rectán- 


*Especie de hacha de los indios (EE. vv.) . N. de la T. 
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Fic. vi-6 


gulos QBP, OBP y OBE son con- 
gruentes, luego las rectas BP y BO 
trisectan el ángulo dado. 

Un sencillo trisector de ángulos 
hecho de cuatro varillas de made- 
ra (Bibliografía N9 5) está basado 
en la construcción de Arquímides 
(Cap. vr7). Otro tipo de trisector 


de ángulo, el isoclinóstato de Sylvester (Fig. vi-8) consiste en cua- 
tro varillas (OA, OC, OE y OG) sujetas juntas por un eje en uno 
de sus extremos y unidas por un sistema de varillas más cortas que 
mantienen iguales a los ángulos formados por las varillas largas 


c 
E, 


TB Q A 
Fig. vi7 


(Ejercicios 1, Cap. vr9). Debido a 
que este tipo de mecanismo podía 
usarse para dividir un ángulo en 
cualquier número de partes igua- 
les se denominó “isoclinóstato”. Se 
puede colegir la procedencia de la 
idea original de Sylvester para este 
mecanismo de la cita siguiente ex» 
traída del título del impreso en 


que se publicó por primera vez: “Sobre el Abanico de una 


Dama, ...”. 


Otro trisector de ángulo (polígono articulado) fue inventado 
por un abogado de Londres, Alfredo Bray Kempe, en 1877. Kempe 


Fic, vi-8 


se interesó en estos meca- 
nismos después de oír la 
conferencia de Sylvester so- 
bre este tema, Su trisector 
de ángulo (Fig. vi-9) se 
basa en cl uso de paraleló- 
gramos invertidos (cuadri- 
láteros de lados opuestos 
iguales y con un par de la- 
dos opuestos que se cruzan 
entre sí) semejantes, 


ABCD ~ ADEF ~ AFGH, 
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y puede usarse para cualquier ángulo menor que una revolución 
completa, 


Fic. vr-9 


Hasta aquí hemos demostrado que el problema de la trisección 
clásica es imposible y hemos vísto que empleando un transpor- 
tador, un polígono articulado, una regla marcada, una curva ade- 
cuada, etc., el problema de la trisección puede resolverse fácilmente 
, Por métodos no clásicos. La sección siguiente contiene un estudio 
' más general sobre polígonos articulados. 


VI-9 POLIGONOS ARTICULADOS. Un 
poligono articulado puede definirse como un sistema de varillas 
unidas por ejes de articulación con el objeto de permitir movi- 
mientos articulados sin que se produzcan deslizamientos. Entre 
1860 y 1895 se hicieron muchos trabajos relacionados con estos 
mecanismos. James Watt no estaba satisfecho com el mecanismo 
empleado en la máquina a vapor para transformar el movimiento 
en línea recta del pistón en movimiento circular de las ruedas. 
Esta y otras consideraciones más fundamentales llevaron a una 
serie de intentos para construir una línea teóricamente recta. Esta 
recta (la inversa de una circunferencia con respecto a un punto 
sobre ella) fue lograda por fin por Peaucellier en 1864 e indepen- 
dientemente por Lipkin en 1871 (Bibliografía N9 25). Bricard 
obtuvo otra solución en 1895. El rápido desarrollo y popularidad 
del tema se manifiesta en que de veintiséis trabajos presentados 
a la Asamblea General Anual de la Sociedad Matemática de Lon- 
dres el 11 de noviembre de 1875, seis eran sobre polígonos articu- 
lados. Probablemente este desarrollo alcanzó su cima en 1876 cuan- 
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do Alfred Bray Kempe presentó a la Sociedad Matemática de 
Londres un trabajo “Sobre un Método General de describir Cur- 
vas Planas de grado n-ésimo por medio de manipulaciones con 
polígonos articulados”, donde se explica la construcción de un 
poligono articulado que sirve para trazar cualquiera curva plana 
Mx,y) = 0 de grado n-ésimo. En consecuencia, teóricamente, puc- 
de dibujarse por medio de estos mecanismos el gráfico de cualquier 
curva polinomia plana. Sin embargo, si damos un vistazo a algu- 
nos de los diagramas de polígonos articulados para las curvas de 
grados más altos (Bibliografía N9 45), veremos que se complican 
demasiado para ser útiles al respecto. También se ha demostrado 
(Bibliografía N? 2; pág. 52) que ninguna curva trascendente, puc- 
de dibujarse por medio de polígonos articulados. Ultimamente, 
poco se habla de ellos, con la excepción de unos cuantos artículos 
que los recomiendan como ayudas visuales (Bibliografía N? 36 y 
N? 41) o como materia de interés general (Bibliografía NO 25 
y N°? 55). 

Sin embargo, la actual falta de publicidad sobre estos mecanis- 
mos no significa que estén fuera de uso. En efecto, se han descu- 
bierto muchas aplicaciones de ellos y se usan mucho. Una descrip- 
ción de los computadores, en cuya construcción se usa polígonos 
articulados, inventados en el Laboratorio de Radiación durante 
la Segunda Guerra Mundial, completa un libro de tamaño consi- 
derable. El pantógrato (Ejercicio 4, Fig. v1-10) se emplea para 
copiar figuras (figuras semejantes) y 
para cl trazado de puntos equipoten- 
ciales en un campo eléctrico, El me. 
canismo que emplean algunos funcio- 
narios públicos para firmar muchos 
cheques simultineamente es una for- 
ma de polígono articulado. Casi todas 
las maquinarias contienen polígonos 
articulados —en forma manifiesta o 
disimulada— como puede verificarse fácilmente consultando cual- 
quier texto sobre mecanismos. Desde el punto de vista del profesor, 
los polígonos articulados pueden servir mucho para mostrar a los 
estudiantes que la geometría no es solamente estática sino también 
dinámica (Bibliografía N.os 36 y 41). 

Los polígonos articulados dieron origen a sólo uno de los varios 
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métodos de construcción no clásica. Concluiremos este capítulo 
con una breve discusión general sobre las construcciones clásicas y 
no clásicas. 


EJERCICIOS 


1. Dados los puntos 4, B, C, D, E, F, G, en la Fig. vs-3 que se encuentran en 
una circunferencia de centro O, demostrar que <A0C = <COE = <EOG si 
AH = HB = C] = JD = EL = LP y Bl = IC = DK = KE = FM = MG, 
en donde 4H, HI, IJ, JK, LM y MG, son, cada una, una sola varilla, 

2. Dibujar un poligono articulado que divida a cualquier ángulo dado en 
cinco partes iguales. 

3 Dar dos ejemplos del empleo de polígonos articulados para ilustrar pro- 
piedades matemáticas dinámicas (en contraposición con propiedades estáticas) 
en relación con figuras geométricas, 

4. Se puede construir un pantógrafo con dos varillas largas AB, AC y dos 
cortas FI) = AE, unidas como en la Fig. vi-10 de tal modo que 4D = FE. Supon- 
gamos que se mantiene fijo el punto Q sobre AB y demuéstresc que a medida 
que P traza cualquier figura, R traza una figura semejante, siendo P, Q, R coli. 
neales, es decir, demostrar que la razón QP/QR es constante. 


VI-10 RESUMEN. Los tres famosos problemas de cons- 
trucción (Cap. v1-6) se formularon (Bibliografía N? 2; pág. 20) 
en una época tan antigua como el siglo v a. C. Durante aquel 
mismo siglo, Hipias de Elis ideó una solución no clásica del pro- 
blema de la trisección empleando la cuadratriz. Unos pocos años 
más tarde esta misma curva se empleó para resolver el problema 
de la cuadratura de un círculo, También se empleó la concoide en 
la trisección de un ángulo y en la duplicación de un cubo. Hacia 
fines del siglo tir a. C., estos tres problemas famosos podían resol- 
verse mediante métodos no clásicos. Los matemáticos griegos alcan- 
zaban la cúspide de su desarrollo; Euclides desarrollaba los fanda- 
mentos de nuestra geometría plana y comenzaba a levantarse la 
geometría como ciencia. Sin embargo, los matemáticos tuvieron 
que esperar más de dos mil años para que el álgebra y la geome- 
tría se desenvolvieran lo suficiente para demostrar que los tres 
famosos problemas de construcción no podían resolverse utilizando 
únicamente regla y compás. 

A los matemáticos griegos antiguos les parecía que todas las 
construcciones de geometría elemental debían hacerse empleando 
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únicamente regla y compás. Es así como estas construcciones clási- 
cas han desempeñado un papel importante en el desarrollo de la 
geometría. En cierto sentido ellas son las precursoras de la geome- 
tría proyectiva. En el siglo x, un matemático árabe consideró cons- 
trucciones con regla y compás con una abertura fija. Mucho más 
tarde (siglo xix) Poncelet y también Steiner demostraron que las 
construcciones con regla y compás eran exactamente equivalentes 
a las construcciones con regla y un círculo fijo (Bibliografía N°? 2; 
pág. 30). En 1672 Georg Mohr y hacia 1800 Lorenzo Mascheroni 
demostraron que se necesitaba únicamente compás para obtener 
cualquier punto que pudiera construirse con regla y compás. En 
seguida comenzó a desarrollarse la geometría analítica y en el si- 
glo xix Gauss pudo obtener un criterio analítico para determinar 
la posibilidad de construir polígonos regulares. Otros descubrie- 
ron que no se podían construir las raíces de las ecuaciones que re- 
sultan de los tres problemas de construcción famosos, y por consi- 
guiente estos problemas no podían resolverse empleando única- 
mente regla y compás. 

Los polígonos articulados se desarrollaron rápidamente durante 
la última parte del siglo xıx. Pronto se demostró (Cap. vi-9) que 
toda curva algebraica, y en particular una línea recta, podía tra» 
zarse empleando polígonos articulados. Desde aquella época y 
continuando en el siglo actual, Félix Klein contribuyó grande- 
mente gracias a sus famosas conlerencias— a nuestro conocimien: 
to de casi todas las materias a que nos hemos referido anterior- 
mente. 

En este capítulo hemos considerado las construcciones clásicas 
con regla y compás en forma detallada (Cap. vi- Secciones 1 a 6). 
Nos hemos referido también a algunos métodos usados qu cons- 
trucciones no clásicas (Cap. v1- Secciones 7 a 9). Para trisectar 
ángulos arbitrarios dados pueden emplearse marcas sobre una regla 
o curvas dadas adecuadas. Se pueden emplear polígonos articulados 
en una gran variedad de construcciones, Es posible inscribir en un 
circulo dado un poligono regular de cualquier número finito de 
lados utilizando un transportador, Algunos inventos como los que 
se acaban de citar nos permiten resolver problemas que no pue- 
den resolverse por métodos clásicos. Otros aparatos de uso corrien- 
te como compases de división, reglas paralelas, cuadrado fijo, 
círculo fijo, permiten simplemente abreviar la construcción de 


+3110 


Meserve / Conceptos fundamentales de álgebra 

algún problema clásico sin hacer posible la resolución de ningún 
problema más. En general, cualquier problema de construcción 
tiene solución si no se imponen restricciones en los métodos que 
se pueden emplear; algunos problemas de construcción no pueden 
resolverse (Teorema v1-1) si se emplea únicamente regla y com- 
pás. En consecuencia, hemos aprovechado los resultados obtenidos 
por Gauss, Klein y otros, hemos estudiado muchas construcciones 
clásicas corrientes, hemos desarrollado un criterio algebraico para 
determinar si se puede o no efectuar una construcción dada usan- 
do únicamente regla y compás, hemos aplicado este criterio a va- 
rios problemas clásicos, hemos estudiado unas cuantas construccio- 
nes no clásicas, y nos hemos referido brevemente a algunas apli- 
caciones modernas de estos métodos en la enseñanza y en la 
industria. 

Hemos insistido en los problemas de construcción clásica famo- 
sos (Cap. v1-6) y especialmente en el problema de la trisección, 
Nos 'hemos servido de este problema para ilustrar la aplicación 
de los métodos algebraicos en la solución de los problemas de cons 
trucción clásica, Hemos visto que mediante las teorías algebraicas 
se puede demostrar que son inútiles inevitablemente todos los 
intentos para obtener una solución clásica. Esta aplicación de las 
teorías algebraicas a las construcciones geométricas ofrece un 
ejemplo de la interdependencia entre el álgebra y la geometría. 
El capítulo que queda brinda otro ejemplo de esta interdepen- 
dencia por medio del estudio de las representaciones gráficas de 
ciertas funciones algebraicas comunes, 


EJERCICIOS 


1. Construir poligonos regulares de 6, 7, 8 y 9 lados. 

2. Especificar cuáles de los siguientes conjuntos de números contienen úni- 
camente números susceptibles de construirse conforme a las restricciones clásicas: 
enteros, números racionales, números algebraicos, números reales. 

3. Repetir el Ejercicio 2 para números que sean susceptibles de construirse 
empleando polígonos articulados. 

4. Describir tres máquinas modernas en que se utilicen polígonos articulados 

5. Describir los polígonos articulados de tres instrumentos o máquinas co- 
munes que usted haya empleado. 

6. Discutir la contribución de Gauss al estudio de las construcciones. 
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CAPITULO VII 


Representaciones gráficas 


En la geometría euclidiana es posible representar los números 
enteros, los números racionales, los números constructibles (Cap. 
vi - 4), los números reales (Cap. t - 12) como puntos sobre una 
recta. Los números complejos pueden considerarse como pares or- 
denados de números reales (Cap. 1 - 15) y representarse como pun- 
tos en un plano de la geometría euclidiana. Cualquiera función 
uniforme de una variable real x sirve para obtener pares ordenados 
de números que pueden representarse gráficamente, El presente es- 
tudio de los conceptos algebraicos interpretados mediante conceptos 
geométricos se basa sobre estas representaciones. En este capítulo 
trataremos principalmente gráficos de funciones algebraicos con 
coeficientes reales en espacios (reales) euclidianos, Estudiaremos 
los gráficos de varios tipos de funciones, diferentes métodos de tra- 
zar gráficos y varias aplicaciones de los gráficos y de los' métodos 
gráficos. 


vu-1 LOS ESPACIOS EUCLIDIANO Y 
COMPLEJO. En el Capítulo vt nos servimos de la corres- 
pondencia biunivoca (Axioma de Cantor-Dedekind, Cap. 1-12) 
entre el conjunto de puntos sobre una recta en la geometría 
euclidiana y el conjunto de los números reales para la interpreta- 
ción geométrica de las cuatro operaciones racionales. Estos concep- 
tos pueden servir para establecer un isomorfismo (Cap. 1-8) entre 
el conjunto de puntos sobre una recta en la geometría euclidiana 
y el conjunto de los números reales. También existen isomorfis- 
mos entre pares de números reales y el conjunto de puntos sobre 
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un plano euclidiano, entre triples de números reales y el conjunto 
de puntos en el espacio euclidiano tridimensional y, en general, 
entre n-tuplos de números reales y el conjunto de puntos en el 
espacio euclidiano n-dimensional, 

De acuerdo con los isomorfismos citados, cualquier punto sobre 
una recta en la geometría euclidiana puede identificarse univoca- 
mente por un número real (coordenada); cualquier punto sobre 
un plano euclidiano puede identificarse por dos coordenadas rea 
les; cualquier punto sobre un espacio euclidiano tridimensional 
por tres coordenadas reales, ..., y cualquier punto en un espacio 
euclidiano de n dimensiones por n coordenadas reales. En conse- 
cuencia, en la geometría de Euclides hablaremos de una recta 
como de un espacio unidimensional, hablaremos de un plano co- 
mo de un espacio bidimensional, y, en general, estudiaremos espa- 
cios euclidianos n-dimensionales para cualquier entero positivo 1. 

También suele ser conveniente referírse a un conjunto de pun- 
tos'que pueden hacerse isomorfos con el conjunto de los números 
complejos, como a un espacio complejo unidimensional. Ya que 
un número complejo puede considerarse como un par ordenado 
de números reales, un espacio complejo unidimensional es iso- 
morfo con un plano euclidiano. Análogamente, un espacio con 
«dos coordenadas complejas es isomorfo con un espacio euclidiano 
tetradimensional. En general, un espacio complejo n-dimensional 
es isomorfo con un espacio euclidiano 2n-dimensional, 

En nuestras breves descripciones anteriores de los espacios 
euclidianos y complejos no hemos considerado explícitamente rela- 
ciones métricas o de distancia. En un tratamiento completo habría 
que incluír las relaciones de distancia al establecer las isomorfis- 
mos citados anteriormente. 


Cualquiera función de n variables que se anula para uno o más 
conjuntos de valores reales de las variables (»-tuplos reales) tiene 
un gráfico en un espacio (real) euclidiano n-dimensional, es decir, 
el conjunto de todos los puntos con coordenadas (s-tuplos) que 
hacen la función igual a cero. La función a* 4- y? — 1 representa 
el gráfico de un círculo de radio unidad en torno al origen en el 
plano euclidiano xy. La función x* + y* + 1 no tiene ceros reales 
y se dice que tiene un gráfico vacio en el plano xy. En consecuen: 
cia, una función polinomia en n variables puede o no puede tener 
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un gráfico no vacio en el espacio euclidiano de 1 dimensiones 
(Cap. vi- 2). 

La situación es completamente diferente en un espacio con 
coordenadas complejas. Todo polinomio f(x) con coeficientes com- 
plejos y grado positivo tiene un gráfico en un espacio con una 
coordenada compleja (Teorema 1v -3). Por ejemplo, x? — L tiene 
por gráfico a los puntos +1 y —I, sea que se considere que los 
puntos están en una recta real o en un espacio con una coordenada 
compleja similar a la estudiada en el Cap. 1-16; x? + 1 tiene un 
gráfico vacío sobre la recta real pero los puntos ¿ y — son su grá- 
fico en un espacio con una coordenada compleja. Esta propiedad 
de los polinomios f(x) puede ampliarse (Ejercicios 4, 5 y 6) para 
demostrar que toda función algebraica de n variables tiene un 
gráfico no vacío en un espacio con n coordenadas complejas. 


EJERCICIOS 


1. Dar ejemplos de cuatro fuuciones de tres variables a) que tengan un 
gráfico no vacío en E; b} que tengan un gráfico vacio en Ej. 

2. Dar ejemplos de tres funciones en n variables, a) que tengan un gráfico 
no vacio en E,; b) que tengan un gráfico vacio en £,- 

8. Demostrar que cualquier polinomio en una variable con coeficientes com- 
plejos tiene un gráfico no vacío en un espacio con una coordenada compleja 

4. Demostrar que cualquier polinomio en n variables con cocficientes com- 
plejos tiene un gráfico no vacio en un espacio con n coordenadas complejas. 

5. Demostrar que cualquiera función algebraica en una variable con coefi- 
cientes complejos tiene un gráfico no vacío cn un espacio con una coordenada 
compleja. 

6. Demostrar que cualquiera función algebraica de n variables con coefi- 
cientes complejos tiene un gráfico no vacio en un espacio con m coordenadas 
complejas. ` 


VII-2 POLINOMIOS. Cualquier polinomio lincal en 2 
variables con coeficientes reales tiene siempre un gráfico real en 
un espacio E, euclidiano n-dimensional. Este gráfico es un punto 
en E,, una recta en £, un plano en E,, y en general, un hiperplano 
en En. En consecuencia, el gráfico de una [unción lineal seal de n 
variables es un En~: en E, para todos los valores positivos de n. Cada 
uno de estos gráficos, E, espacios, dividen al £, correspondiente 
en dos regiones, en una de las cuales la función es positiva y en la 
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otra negativa. Los gráficos se llaman subespacios lineales y desem- 
peñan un papel importante en muchas teorías matemáticas avan* 
zadas, 

Dada cualquiera ecuación lineal en n variables (n > 1) con 
coeficientes reales, se pueden encontrar mediante operaciones ra- 
cionales muchos n-tuplos reales arbitrarios de números para los 
cuales la ecuación se satisface. En consecuencia, se pueden encon- 
trar las coordenadas de muchos puntos arbitrarios sobre el gráfico 
mediante operaciones racionales. El gráfico queda totalmente deter- 
minado por n-tuplos (puntos) linealmente independientes (Cap. 
v-13). Por ejemplo, un plano está completamente determinado 
por tres puntos que no se encuentran sobre la misma recta (Cap. 
v-14) y, en general, un Es, está completamente determinado por 
n puntos que no se encuentran en el mismo Ens. Cuando los coefi- 
cientes de las n variables y el término constante son reales y dife- 
rentes de cero, los n puntos reales y distintos, es decir, las intersec- 
ciones del gráfico con los ejes coordenados determinan completa- 
mente el gráfico. 

Cualquier polinomio de grado n en una variable con coeficientes 
complejos tiene n ceros complejos (Teorema 1v-2). Un polinomio 
de grado n con cocficientes reales tiene n ceros complejos pero 
puede o no puede tener ceros reales, como se ilustró en los ejem- 
plos x* — 1, x* + l citados anteriormente. Por consiguiente, una 
ecuación polinomia real en una variable puede o no puede tener 
un gráfico no vacío sobre la recta rea). Por medio de exactamente 
el mismo razonamiento, resulta que un polinomio real en dos 
variables puede o no puede tener ceros reales correspondientes a 
un valor dado de una de las variables. Por ejemplo, x* + y" — 25 
tiene ceros +3 y —3 para x = 4, pero no tiene ceros reales para 
x = 6. Si un polinomio tal como x? -+ y? + I no tiene ceros reales 
para cada valor real de x, tiene un gráfico vacío en el plano eucli- 
diano. En general, si un polinomio en n variables no tiene ningún 
cero real para cada conjunto real de valores de n — 1 de las varia- 
bles, tiene un gráfico vacío en el espacio euclidiano de n dimen- 
siones. 

El gráfico de un polinomio divide al espacio en dos regiones 
en las cuales el polinomio tiene signo constante, dado que cual- 
quier polinomio es una función continua de sus variables. Un 
polinomio en una variable cambia de signo si y sólo si la variable 
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pasa por un cero de multiplicidad impar (Cap. 1v-13). Para dos 
o más variables debe considerarse la trayectoria del punto general 
(Xy Xs --.» Xa) al pasar por un punto sobre el gráfico de f(x, xe 

-> Xn). Por ejemplo, el polinomio x* + y* — 1 cambia su signo 
en (1,0) a medida que el punto (x, y) cruza la recta y = 0, pero no 
cambia su signo (1,0) a medida que el punto (x, y) cruza la recta x 
= 1. En general, la multiplicidad m de un punto de intersección P 
de una curva C con el gráfico de un polinomio en n variables puede 
definirse estableciendo que a medida que el punto (Xs Xs ~.. Xa) 
cruza la curva C, el polinomio cambia de signo en P, si y sólo sí 
m es impar. Definiremos solamente la multiplicidad de la inter- 
sección de una recta y una curva polinomia en un plano. 

Supongamos que una curva polinomia dada f(x”, y”) y una recta 
dada se cortan en un punto P:(s, t) con una multiplicidad k, en 
que k debe determinarse. Por medio del cambio de variables (tras- 
lación, Cap. v - 15) x = x — $ y = y — t la curva f(x + s, y + t) 
= g(x,y) y la recta dada expresada en las nuevas coordenadas se 
cortan en el nuevo origen con la misma multiplicidad k con que 
la curva f(x”, y”) cortaba a la recta dada en P. La ecuación de la 
recta tiene ahora la forma y = mx o bien la forma x = 0. Des- 
pués de sustituir en estos dos casos consideremos, respectivamente, 
los polinomios gx) = g(x,mx) y g(y) = £(0,y). El valor de k 
queda entonces determinado por el hecho de que los términos de 
menor grado en g(x) tienen grado k; o si la recta es x =' 0, gdy) 
tiene grado k, Conforme a esta definición, se dice que una recta 
y una curva que no pasan las dos por el punto P, tienen una inter- 
sección de multiplicidad cero en P. 

El gráfico de un polinomio en n variables divide a un espacio 
euclidiano n-dimensional en un número finito de regiones, en 
cada una de las cuales el polinomio tiene signo constante. El pro- 
blema general de determinar estas regiones [las soluciones de 0 < 
Ilki Xas 0, Xa) Y O < — fl Rss Xis». Xn)) y sus límites [las solucio- 
nes de 0 = f(x» Xu + .-, Xa)] aún no ha sido completamente resuel- 
to, No obstante, se ha hecho una considerable cantidad de trabajo 
con polinomios en dos o tres variables. En particular, estudiaremos 
ahora polinomios reales de grado dos en dos variables (Cap. vii- 
3) y polinomios reales de grado dos en tres variables (Cap. vit- 4). 
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EJERCICIOS 


1. Escribir una ecuación Uncal en n variables reales y encontrar un con- 
junto de n puntos que determinen su gráfico cuando n es igual a a) 2; b) 3; 
O 4d Sey 6010 

2 Encontrar la multiplicidad de la intersección en el origen de la recta 
) = 0 con cada una de las siguientes curvas: 


ia) =t, (d) P + 3y t è = O, 
W) r =y, © rtl, 
(o) 1 Me=0 


3. Encuntiar la multiplicidad de Ja intersección en el origen de cada una 
de las siguientes rectas con cada una de las curvas del Ejercicio 2: a) x = 0; 
D)y=" 

4. Encoutrar la multiplicidad de la intersección en (2, 1) de la recta y =1 
con cada una de las siguientes curvas: 


(Qr+y=3, (Ad) (1-24 
(b) 244 y, (e) Y = Sy, 
(e) r = yr, (M e- 3 =l 


5. Repetu el Ejercicio 4, empleando cada una de las siguientes rectas: a) 
x=2b) x = 2y 


VIL-3 SECCIONES CONICAS. La ecuación cua 
drática general real en dos variables tiene la forma 


(VIL-1) Ax + Bxy + O + Dx + Ey 4 F=0, 
donde se supone que los coeficientes son reales y que 4* + B* + 
C' 4 0. Los gráficos de las ecuaciones de la forma (vn- 1) se deno- 
minan secciones cónicas, dado que para cada conjunto de coefi- 
cientes reales para los cuales (vu-1) tiene un gráfico no vacío, 
el gráfico puede obtenerse por medio de la intersección de un 
plano y un cono circular recto (posiblemente degenerado). En 
esta sección estudiaremos brevemente el desarrollo de la hipérbola, 
de la parábola, de la elipse y del círculo como intersecciones de 
planos con un cono recto circular, es decir, como secciones planas 
de un cono recto circular. También mencionaremos varias propie- 
dades de estas secciones cónicas a manera de repaso de geometría 
analítica. 

Un círculo puede definirse como el lugar geométrico de los 
puntos de un plano que equidistan de un punto fijo dado Q del 
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plano, Si hay un sistema de coordenadas (x,y) y una relación de 
distancia en el plano, el círculo es el gráfico de un polinomio 
(x — h? + (y — k} — 7, en que su centro Q tiene coordenadas 
(h, k) y la distancia es r < 0. Un círculo con r = 0 se denomina 
circulo punto y se clasifica como una forma degenerada del círculo. 
Consideremos un círculo real no degenerado con centro Q y 
sea P 4% Q un punto fijo real arbitrario sobre la recta que pasa 
por Q y es perpendicular al plano del círculo. El lugar geométrico 
de los puntos del conjunto de rectas que unen a P con los puntos 
del círculo se denomina un cono recto circular (Fig. vu-1). El 
cono tiene dos mantos que se juntan en P. El lugar geométrico de 
los puntos del conjunto de rectas perpendiculares al plano del 
círculo a través de los puntos del círculo se denomina cilindro 
circular recto (Fig. vi-2) y puede considerarse como el caso 
límite del cono a medida que la distancia PQ crece indefinida- 
mente. 


Fic. vu - 1 Fic. vu- 2 


Sea x un plano real arbitrario y consideremos como anterior- ' 
mente el cono circular recto generado por rectas que pasan por el 
punto fijo P y un círculo no degenerado dado con centro Q. Sea a 
el ángulo constante entre las rectas generatrices y PQ. Se dice que 
un gráfico de la ecuación cuadrática (vm-1) es degenerado si y 
sólo si resulta de hacer pasar el plano q a través de P, Esta condi-, 
ción puede también expresarse algebraicamente como sigue (Bi- 
bliografía N? 18; págs. 215-219) : El gráfico es degenerado si y sólo 
si A =0, en que 


24 B D 
áe B 2C E 
D E 2F 
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Gráficos no degenerados de (vir-1) son una hipérbola, una 
parábola o una elipse según que B* — 44C > ,=,< 0. Geomé- 
tricamente, estos tres casos se generan, respectivamente, según que 
el menor ángulo $ entre el plano x y la recta PQ sea <, =, > a 
(Fig. vu-3). (La normal al plano forma un ángulo con PQ igual 
al complemento de 8). Por ejemplo, consideremos el cono $x" + 
3y' — 2 = 0, con a = 30% Para cualquier número real k el plano 
z = k, con 0 igual a un ángulo recto, corta al cono en un círculo 
8x? + Sy? — kë = 0; el plano z = x + k con 0 = 45% > a corta al 
cono en una elipse 2x* ~+- 3y* — 2xk — k' = 0; el plano z = xy3 
+ k con 9 = 80° == a corta al cono en una parábola 3y' — 2xkyB 
— k' == 0; y el plano x = Êx + k con 6 < a corta al cono en una 
hipérbola 3y' — x° — dxk — k' = 0. 


<a ba ES 
a<0< 90° 


Fic. vi—3 


Las cónicas degeneradas pueden identificarse algebraicamente 
o geométricamente. Desde un punto de vista geométrico (Ejerci- 
cio 1), una hipérbola puede degenerar en dos rectas que se cortan; 
una parábola en dos rectas coincidentes o en dos rectas paralelas 
(empleando un cilindro circular recto), y una elipse en un punto. 
La elipse se convierte en un círculo cuando 6 es un ángulo recto. 

En la mayoría de los textos de geometría analítica se demuestra 
(Ejercicio 6) que si los ejes coordenados efectúan una rotación 
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(Cap. v-15) igual a un ángulo y, en que tg 2y = B/(4 — C) si 
AFC y y = 45° si A = C, la ecuación (vi-l) toma la forma 


VU-2) MtO + Dx Ey pPr=0 


También se puede demostrar (Ejercicio 7) que los números A + 
C, B* — 44C, y A permanecen invariables al efectuarse una rota- 
ción o una traslación de los ejes coordenados (Bibliografía N? 11; 
pág. 100). En consecuencia B* — 44C = — 14'C? y el gráfico, po- 
siblemente degenerado, de (vn-2) es una hipérbola, parábola, o 
elipse según que 4'C! <, =, > 0. Ya que Æ’ y C no pueden ser 
ambas cero en la ecuación cuadrática (vu-2), la ecuación general 
de una parábola no degenerada puede escribirse en una de las 
formas 


(VIL-3) (y — k) =2p(x — h) ó (x — h} =2p(y — k). 


Análogamente, si A'C' 4 0, se hace h = — D'/24' y k = — 
E'/2C', Luego una elipse no degenerada tiene una ecuación de la 
forma: 

- 2 =p 
via EAU, o<a 0<b 
y una hipérbola no degenerada tiene una ecuación de la forma 
(VIL 5) œ- H: KE La ad sia E E a 
a 

La primera ci de (vu-8) tiene eje y = k, vértice (h, k), 
y pasa por los puntos (h 4- p/2, k + p). Se puede definir en el 
plano como el lugar geométrico de los puntos equidistantes de la 
recta x = h — p/2 (denominada la directriz) y del punta (h + 
p/2, k) (lamado foco). 

La elipse (vu-4) tiene centro (h, k) y, si suponemos que a* > 
b*, los extremos de su eje mayor se encuentran en (h + a, k), los 
extremos de su eje menor se encuentran en (h, k + b), y sus focos 
se encuentran en (h + ya? — b, k). Si a = b*, es una circunferen- 
cia. La elipse puede definirse en el plano como el lugar geométrico 
de los puntos P tales que PF, + PF, = 2a, en donde F, y Fẹ son 
los focos. 

La primera hipérbola de (vu - 5) tiene el centro en (h,k), los extre- 
mos de su eje mayor en (h = a,k), sus focos en (h + x/at + bs 
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k), y las asíntotas b(x — h) = + aly — k). Se puede definir en 
el plano como el lugar geométrico de los puntos P tales que PF, — 
PF, = + 2a. 

En consecuencia el gráfico real (en caso de que exista) de una 
ecuación cuadrática general (vir-1) puede obtenerse como la sec- 
ción de un cono recto circular (posiblemente degenerado) inter- 
ceptada por un plano y se denomina sección cónica. La forma del 
gráfico puede determinarse mediante la cantidad B* — 4 AC y la 
característica (Cap. v-10) del determinante A. Se puede demos- 
trar que las definiciones de hipérbola, parábola, y elipse como 
lugares geométricos en un plano son equivalentes a las definiciones 
como secciones de un cono recto circular. En (Bibliografía N? 38; 

, Págs. 102-188) puede consultarse un estudio muy ameno de las sec- 
ciones cónicas; en (Bibliografía N9 18; págs. 171-236) puede con- 
sultarse un estudio más completo y en (Bibliografía N9 11) una 
historia de las secciones cónicas y superficies cuádricas. 


EJERCICIOS 


1. Dibujar figuras que ilustren en qué forma pueden obtenerse cada una 
de Jas siguientes cónicas degeneradas no vacías como secciones planas de un cono 
recto circular o de un cilindro recto circular: a). dos rectas que se cortan; b) dos 
rectas coincidentes; e) dos rectas paralelas distintas; d) un punto. 

2. Hacer el gráfico de las siguientes secciones cónicas: 


(a) 2 + y? = 25, (e) 2-2: =y, 
(b) 92? + 4y* = 36, (i) z =y — 2y +5, 
(e) 91? — 4y? = 36, (8) y = 2 — ôr +7. 


(d) 2 =y +2, 
3. Reconocer los gráficos de las ecuaciones siguientes: 


(a) Y — 2y? + 32 + y = 5, 

(b) 4-20 +y -22+ y +7=0, 

(e) xy = 12, 

(d) 2? + 2ry +4+2242y+1=0, 

(0) 32 + 22y — y’ + 52 — 2y +1 = 0, 

(D p2 tts ty- 6s, 

(B) 2x? — ry +3 — 4x + Gy =0. 
4. Escribir cada una de las ecuaciones del Ejercicio 3 en la forma (vn-2). 
5. Hacer el gráfico de las secciones cónicas del Ejercicio 3. 
6. Deducir la ecuación (v1i12) de la (vi-l) considerando el efecto de una 

rotación (Cap. v-15) sobre (vi-1), mostrando como debe elegirse un ángulo de 
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rotación tal que desaparezca el término xy, y expresando los nuevos coeficientes 
respecto de los coeficientes antiguos y del ángulo elegido. 

7. Demostrar que cada una de las expresiones siguientes permanecen inva- 
riantes sometidas a la rotación empleada en el Ejercicio 6: a) 4 + C, b) B' — 
446,9 A: 

8. Encontrar la característica (Cap. v-10) del determinante A correspon- 
diente a cada ecuación del Ejercicio 3. Examinar el significado general de la 
característica de A. 


VIIL-4 SUPERFICIES CUADRICAS. El grá- 
fico de una ecuación cuadrática f(x,y,z) = 0 en tres variables con 
coeficientes reales se denomina superficie cuádrica. Si falta una de 
las variables en la ecuación f(x,y,z) = 0, como ser, z, entonces f(x, 
yx) puede escribirse como f(xy) y el gráfico en tres dimensiones 
(superficie cuádrica) de la ecuación cuadrática f(x,y) = 0 corta 
a todo plano z = c en una sección cónica (Cap. vn -3) congruente 
con el gráfico de f(x,y) en el plano xy. En este capítulo hablaremos 
indiferentemente del gráfico de f(xy) = 0 y del gráfico de f(x,y). 
Esta terminología es análoga a nuestras consideraciones anteriores 
respecto a las raíces de una ecuación polinomia f(x) == 0 y los ce- 
ros de un polinomio f(x). El gráfico de f(x,y) en tres dimensiones 
consiste en todos los puntos sobre rectas paralelas al eje z y que 
pasan por puntos del gráfico de f(x,y) en el plano xy. El gráfico en 
tres dimensiones es un caso especial de un cilindro (no necesaria» 
mente circular). Estrictamente hablando, un cilindro puede defi- 
nirse como una superficie que comprende todos los puntos sobre 
rectas que son paralelas a una recta fija y que pasan por puntos 
de una curva fija en un plano que no es paralelo a la recta fija. De 
esta manera el gráfico de cualquiera ecuación cuadrática real f(x, 
yz) = 0 al que le falta una de las variables puede considerarse 
como un cilindro que tiene un eje coordenado x como recta fija 
y una sección cónica como curva fija en el plano coordenado que 
no contiene a la recta fija. Cualquier plano paralelo al plano de 
la curva fija corta al cilindro en una sección cónica congruente, 
(por traslación) a la curva fija. 

Supongamos que f(x,y,2) = 0 es cualquiera ecuación cuadrática 
real en tres variables x, y, z y que Mx | ny + 72 + d = 0 es el 
gráfico de cualquier plano real (Cap. vi -2). Entonces por lo me- 
nos uno de los coeficientes m, n, r es diferente de cero, y existe una 
rotación en el espacio tal que en el nuevo sistema coordenado el 
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plano citado tiene la ecuación z = c y la superficie cuádrica tiene 
la ecuación g(x,y2) = 0, en que g(x,y,2) es un polinomio cuadrá- 
tico real. La intersección del plano y de la superficie cuádrica se 
encuentra ahora sobre el cilindro g(x,y,c) = 0 y, dado que g(x,y,c) 
es un polinomio cuadrático real en x e y, esta intersección es una 
sección cónica, Encontramos así, por rotación del sistema coorde- 
nado en forma tal que el nuevo eje z sea perpendicular al plano 
dado, que cualquiera sección plana de una superficie cuádrica es 
una sección cónica. El gráfico de cualquier superficie cuádrica se 
puede obtener teniendo presente las secciones planas (secciones 
cónicas) paralelas a los planos coordenados. Por ejemplo b'x* + 
aty* = a'b'z, siendo ab 4 0 (Fig. vi - 4), tiene una sección elíptica 
en el plano z = ¢ para todos los valores positivos de c, tiene un 
punto para e = 0 y ningún gráfico real si c es negativo. Tiene una 
sección parabólica para todos los valores reales de d cuando x = 

d é y = d, y se denomina un paraboloide elíptico. 
El problema de obtener la superficie 
z cuádrica de sus secciones planas para- 
lelas a los planos coordenados es exac- 
AS tamente análogo a aquél de obtener 
EE una sección cónica de sus secciones li- 
neales paralelas a los ejes coordena- 
dos. Por ejemplo, la parábola y = x* 
corta a toda recta x = a en un solo 
y Punto y corta a la recta y = b en dos 
puntos distintos cuando b es positivo, 
en dos puntos coincidentes cuando b 
= 0, y en dos puntos imaginarios (grá- 
fico vacío en el plano euclidiano) 
cuando b es negativo. El gráfico de la parábola puede imaginarse 
gracias a estas intersecciones, teniendo presente el hecho de que el 
gráfico es continuo (Cap. 11-12 y Cap. ur-13). Este método de 
determinar gráficos puede emplearse para el trazado de curvas de 
nivel que representan puntos de la misma elevación en los mapas, 
para el trazado de líneas isotermas que representan puntos de la 
misma temperatura, y en muchas otras aplicaciones de curvas de 
niveles como se señala en algunos textos de cálculo. En consecuen- 
cia, dado cualquier polinomio f(x,y), el problema de formarse una 
imagen de la superficie z == f(x,y) de las secciones planas en las 


Fig. vit 
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cuales z = c, es el mismo que aquél de imaginar la topografía de 
un paisaje mientras se observa las curvas de nivel sobre un mapa. 

El método de determinar gráficos mediante secciones puede em- 
plearse también para formarse la imagen de gráficos de cuatro di- 
mensiones. En este caso las secciones se eligen mediante paralelas 
tridimensionales a la coordenada tridimensional, Por ejemplo x* 
+)' = 1 puede representar el gráfico de un círculo de radio uni- 
dad en el plano xy o un cilindro en el espacio tridimensional de 
modo que toda sección que resulte de la intersección con un plano 
z = c, es un círculo de radio unidad. Análogamente, x* + y' + 2 
= 1 puede representar el gráfico de una esfera de radio unidad en 
un espacio tridimensional o un cilindro en un espacio tetradi- 
mensional tal que toda sección que resulte de la intersección con 
un espacio tridimensional w = c es una esfera de radio unidad, Las 
limitaciones de este método aplicado al espacio de cuatro dimen- 
siones, de cinco dimensiones, etc., residen en el hecho de que esta- 
mos habituados al espacio tridimensional y en la capacidad de for- 
marse imágenes mentales que tenga la persona que utilice el mé- 
todo (Ejercicios 9 a 14), 

Algunas superficies cuádricas tales como el hiperboloide de una 
hoja 


(Fig. vn-5), contienen líneas rectas y se denominan superficies 
regladas. Por ejemplo, consideremos los dos pares de planos 


C; 
y 1 
Z+2-m(1-¥)=0, 
a e 
AS E En 
1+7 mz ) o. 


para todo valor real de k la intersección del primer par de planos €s 
una recta sobre la superficie cuádrica, 
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que resulta al eliminar 4 entre las ecuaciones de los dos planos. De 
esta manera se obtiene una recta sobre la superficie cuádrica para 
cada valor real de k. Análogamente, se obtiene un segundo conjunto 
de rectas sobre la superficie cuádrica si se consideran valores reales 
de m en las ecuaciones del segundo par de plano. Cuando se em- 
plean coeficientes y coordenadas complejas, toda cónica central (hi- 
pérbola o elipse) tiene un gráfico reglado. Los conos y los cilindros 
son ejemplos corrientes de superficies regladas en el espacio real 
tridimensional. Las superficies cuádricas reales pueden clasificarse 
en elipsoides, paraboloides elípticos, etc., en relación con los coefi- 
cientes de los términos de segundo grado y con el número de líneas 
de la superficie que pasan por cada punto de la superficie. La ma- 
yória de los textos de geometría analítica considera unas cuantas 
superficies cuádricas especiales. El propósito que nos guió en esta 
sección fue el de señalar que existe una teoría bastante compleja y 
una clasificación de las superficies cuádricas análogas a aquéllas de 
las secciones cónicas. Para mayores detalles se puede consultar los 
N.os 11, 16 y 18 de la Bibliografía. 


EJERCICIOS 


l. Dar un ejemplo de una ecuación cuadrática real general en tres 
variables. 

2. Indicar las ecuaciones de cinco cilindros en el espacio de tres dimensio- 
nes que tengan diferentes tipos de curvas fijas. 

3, Hacer el gráfico de las curvas fijas de los cilindros dados en el Ejercicio 2. 

4. Hacer el gráfico de los cilindros dados en el Ejercicio 2. 

5. Discutiz las secciones que resultan en cada una de las siguientes superfi- 
cies cuádricas por medio de todos los planos z == €: 


(a) 4d 9y? + 42% = 36, A rty? 

(b) 2 = 2y, () 1 -2=0, 

() repel (f) 2 — dy = 82, 
Repetir el Ejercicio 5 para todos los planos x = a e y = b. 
Hacer el gráfico de las superficies cuádricas del Ejercicio 5, 
Dar los nombres de las superficies cuádricas del Ejercicio 5. 

9. Discutir el gráfico x — 1 en los siguientes espacios: a) el eje de las x; 
b) el plano xy; c) el espacio de tres dimensiones xyz; d) el espacio de cuatro 
dimensiones xyzu; e) el espacio de cinco dimensiones xyzwn. 
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10. Repetir el Ejercicio 9 para x" — 1. 

11. Discutir los gráficos de x* + yf = 4 en los espacios b) hasta e) del 
Ejercicio 9. 

12. Repetir el Ejercicio 11 para y = x!. 

13. Discutir los gráficos de las ecuaciones polinomias del Ejercicio 5 en el 
espacio de cuatro dimensiones xyzw. 

14. Discutir los gráficos siguientes en un espacio de cuatro dimensiones: 


(a) P4yiri+asl, 
(b)z+y+2+w=1, 
o) Pe4yparn+ 
15. ¿Cuántas líneas de la superficie de un cono (Fig. vn-l) pasan por cada 
punto de ella? 
16. ¿Cuántas líneas hay en cada punto de un cilindro (en un espacio de 
tres dimensiones) que tenga como curva fija a una sección cónica no degenerada? 
17. Dada una ecuación cuadrática real general en tres variables (Ejercicio 
1), escribir su determinante A análogo a aquel de la sección cónica general del 
Cap. vtt-3. 
18. Encontrar la característica de A de cada una de las superficies cuá- 
dricas de los Ejercicios 2 y 5. Hacer consideraciones sobre el significado general 
de la característica de A. 


VII-5 CURVAS PLANAS DE GRADO SU. 
PERIOR. Los gráficos de polinomios f(x,y) de grado mayor 
que dos en el plano xy se denominan curvas planas de grado supe- 
rior. Estos gráficos se han clasificado perfectamente para los casos 
en que f(x,y) tiene grado tres o cuatro, es decir, para las curvas cú- 
bicas y cuárticas, Muchas otras curvas se han estudiado ampliamen- 
te. En esta sección definiremos un punto singular y, en particular, 
un punto doble. En seguida clasificaremos puntos dobles y por úl- 
timo clasificaremos curvas planas cúbicas en relación a sus puntos 
dobles. Se mencionarán algunas propiedades generales de las cur- 
vas planas de grado superior. 

Se dice que un punto P de una curva, es un punto singular de 
ella si toda recta que pasa por P corta a la curva en P, con una 
multiplicidad (Cap. viu -2) de por lo menos dos. Si alguna recta 
que pasa por un punto singular P corta a la curva con, multiplici- 
dad dos en P, entonces P es un punto doble. Cualquiera recta per- 
tenece completamente a una curva (es decir, es una componente 
de ella) de grado n o bien corta a la curva en, a lo sumo, n puntos. 
Esto se puede demostrar resolviendo simultáneamente una ecua- 
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ción f(x,y) = 0 de grado n y la ecuación de una recta, pues la ecua- 
ción resultante en una variable es idénticamente nula o de grado, 
a lo sumo, n. Análogamente, dos curvas de grado m y n tienen una 
componente en común o se cortan en, a lo sumo, mn puntos. Em- 
pleando estos argumentos, se puede demostrar que una curva de 
grado n puede tener a lo sumo Kn — 1) (n — 2) puntos dobles 
(Bibliografía N? 23; págs. 41-42). En particular, una curva cúbica 
tiene a lo sumo un punto doble (Ejercicio 1). 
En un punto cualquiera (no singular), 
una curva de grado n tiene una tan- 
gente única; en un punto doble, tiene 
dos tangentes; y en general, en un pun- 
to singular P tiene k tangentes si toda 
recta que pasa por P corta a la curva 
en P con multiplicidad por lo menos 
k, y alguna recta corta a la curva en 
P con multiplicidad exactamente k. 
Los puntos dobles se clasifican en no- 
dos si las tangentes son distintas, y 
cúspides si coinciden. Si las tangentes son rectas imaginarias con- 
jugadas, el punto doble se denomina punto aislado o acnodo. El 
Folio de Descartes, x’ + y” = 3axy (Fig. vi -6), tiene un nodo en 
el origen y la recta x + y -+ a = 0 es su asintota (Cap. vit -6); la 
parábola semicúbica y" = x* (Fig. vu -7) tiene una cúspide en el 
origen; y la curva y' = x(x — 1) (Fig. vu-8) tiene un punto ais- 
lado en el origen. 

y 


y 


Fic. vn-6 


Fic. vu-7 Fic. vir8 


Las curvas cúbicas se clasifican generalmente como sigue, te- 
niendo en cuenta sus puntos dobles: 
(i) Curvas cúbicas sin puntos dobles: cúbicas elípticas; 
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(ii) Curvas cúbicas con un nodo: cúbicas nodales; 

(iii) Curvas cúbicas con una cúspide: cúbicas cuspidales, 

Puede consultarse muchas propiedades de las curvas cúbicas en 
(Bibliografía N? 28; págs. 139-243) y (Bibliografía N? 26; págs. 
201-263). 

Se puede clasificar también a las curvas cuárticas en relación 
con sus puntos singulares. En Bibliografía N? 23, págs. 244-328, y 
N? 26, págs. 264-349, se puede consultar esta clasificación y muchas 
propiedades de las curvas cuárticas. 

Las curvas planas de cualquier grado n pueden considerarse se- 
gún sus puntos dobles y otros puntos singulares. En particular, cual. 
quier curva irreducible (Cap. vir -9) que tenga su número máximo 
de puntos singulares, es decir, deficiencia cero, se denomina curva 
unicursal, Una curva unicursal se caracteriza porque las coordena- 
das de todo punto de la curva pueden expresarse racionalmente por 
medio de un solo parámetro. Las curvas unicursales son importantes 
en varias teorías matemáticas. 

Las dos secciones que siguen contienen mayores detalles sobre 
el trazado de curvas planas de orden superior. 


EJERCICIOS 
1. Demostrar que una curva cúbica irreductible tiene a lo sumo un punto 
doble. 


2. Hacer un gráfico de cada una de las curvas siguientes e indicar la ecua- 
ción correspondiente a) cúbica elíptica; b) cúbica nodal; c) cúbica cuspidal. 


vu.6 FUNCIONES RACIONALES. Un poli- 
nomio f(x, y) en x e y con coeficientes complejos puede considerarse 
como un polinomio en y con coeficientes pertenecientes al anillo 
de los polinomios en x con coeficientes complejos. La ecuación f(x, 
y) = 0 define, por consiguiente, a y como una función algebraica 
de x (Cap. 1-16). Si f(x, y) es de grado n en y, hay exactamente n 
valores complejos de y para cada valor de x, de modo que el coeli- 
ciente de y” no se anula. En consecuencia, una función algebraica 
no es, en general, uniforme para n mayor que uno. Para n = l, 
tenemos f(x,y) = p(x) — q(x) = 0, donde p(x) y q(x) son polino- 
mios en x. En esta sección consideraremos el caso especial y = 
q(x)[p(x), en que p(x) y q(x) son polinomios en x primos entre si 
con coeficientes reales. 

Estudiaremos en especial las asíntotas y las intersecciones cor: los 
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ejes coordenados. El gráfico (Fig. vir-9) de la ecuación 2x + 3y == 
6 tiene intersecciones con el eje x en 3 y con el eje y en 2. En ge- 
neral, cada intersección de una curva con un eje coordenado puede 
y encontrarse valiéndose del origen y dei 
punto unidad para determinar un seg- 
2 mento de longitud orientada igual a la 
coordenada del punto de intersección. 
Esta ccordenada se denomina una inter- 
sección de la curva (con uno de los ejes 
i} 3 coordenados). En particular, los ceros 
reales de una función y = f(x) son las in- 

tersecciones de su gráfico con el eje x. 
Es fácil describir una asíntota. Supongamos que un punto va- 
riable P+sobre el gráfico de f(x,y) se mueve de modo que una o 
sus dos coordenadas se hagan indefinidamente grandes. Si al mis- 
mo tiempo el punto P se aproxima indefinidamente a una recta ax 
+ by + c = Q, esta recta se denomina una asintota del gráfico de 
f(xy). Por ejemplo x'y — 1 tiene a ambos ejes coordenados como 
asíntotas (Fig. vir-10); xy — 2y — I tiene a las rectas x = 2 € 
y = 0 como asíntotas (Fig. vi -11). Las asíntotas de la forma y 
= c se denominan asíntotas horizontales; aquellas de la forma x == 
c, asintotas verticales. Existen también otras asíntotas como, por 

ejemplo, la recta x + y + a = 0 de la Fig. vi - 6. 


Fic, vir9 


y 


Fic. vn-10 Fic. vu-l11 


Las asíntotas horizontales del gráfico de un polinomio f(x,y) se 
obtienen igualando a cero los coeficientes de la más alta potencia 
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de x en f(x,y). Análogamente, las asíntotas verticales pueden obte- 
nerse igualando a cero los coeficientes de la más alta potencia 
de y. Por ejemplo, xy — 2y — 1 tiene una asíntota horizontal y = 
0 y una asíntota vertical x = 2 (Fig. vu- 11). 

La función y = q(x)/p(x), en que q(x) y p(x) son polinomios 
en x, se denomina función racional de x (Cap. 11-53). Supondre- 
mos que q(x) y p(x) son primos entre sí (Cap. 11 - 4). El gráfico de 
esta función racional tiene entonces intersección con el eje x en 
las raíces reales de q(x) y asíntotas verticales correspondientes a las 
raíces reales de p(x). Las asintotas horizontales pueden igualmente 
obtenerse de inmediato (Ejercicios 2 y 3). Sea 


qlr) = ar Ha Han, a0 O, 
plr) = ba" + bi + et bm by 0. 


Si n < m, el gráfico de q(x)/p(x) tiene como asintota al eje x en 
ambos sentidos, positivo y negativo. Si n = m, el gráfico tiene a la 
recta y = ajb. como asíntota horizontal en ambos sentidos. Si 
n > m, no hay asíntotas horizontales, Frecuentemente se obtienen 
otras asíntotas de funciones racionales. (Ejercicio 5). Gracias a 
estas pocas reglas y a que la función cambia de signo en una asín- 
tota vertical x = b si y sólo si la raíz x = b es de multiplicidad 
impar en p(x), no es más difícil hacer el gráfico de la función ra- 
cional y = g(x)/p(x) que el del polinomio z = p(x) + q(x). En 
realidad, y y z tienen el mismo signo siempre que z 4 0, dado que 
z = y [p(x))- 


Consideremos el ejemplo 


LEA 9(2-7. 
Y x(x — 1) (z +3) 


La curva tiene intersecciones con el eje x en 2, 2, —2, y -+ , asin- 
totas verticales en x = 0, 1, 1, — 3, y asintota horizontal y = 2. 
En la Fig. viu - 12 se presenta el aspecto general del gráfico. Se pue- 
de lograr un gráfico más exacto por medio del cálculo para ob- 


3331( 


Meserve } Conceptos fundamentales de álgebra 


tener los puntos de inflexión o simplemente trazando unos cuantos 
puntos más, 


Pr tooo non 


t 

l 

í 
Fic. vi-12 


Este método puede emplearse también para hacer el gráfico de 
funciones de la forma p(x)'* = q(x). Considérese primero p(x)y 
= q(x) y luego hágase t = + Y). El gráfico en t y x será real sola- 
mente para aquellos valores de x correspondientes a valores nulos 
o positivos de y. Por ejemplo, para trazar el gráfico de la función 


f(x, t) = x(x — 1)Yx + 3)2 — (1% — 2) (1? — 4)(Qx —7) =0, 


hacemos primero el gráfico de la ecuación correspondiente, en que 
y = t, como en el ejemplo anterior. Del gráfico anterior resulta 
evidente que el gráfico de f(x, £) es real solamente para valores de 
x en los intervalos x < —3, -2% x < 0, x = 2, y 7/2 5 x. Lue- 
go el punto (2,0) es un punto aislado, la recta x = —3 es una 
asíntota vertical, las rectas £ = + Y/2 son asíntotas horizontales, 
y el gráfico de f(x, t) es de la forma que se muestra en la Fig. vir- 18. 
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Fic. vir-13 


EJERCICIOS: 


1. Determinar las intersecciones de las curvas siguientes con los ejes x e y: 


(a) x/a + ycb = 1, 

(b) y =x*-2z, 

(c) (2*-4)y =2+5, 

(d) Ty -20y-2+414+6=0, 
(e) (2° = 2r — 3)y = ? — 21? + r, 
(f) (z + 1)} = x(x = 2){xr — 3) 

2. Considérese y == q(x)/p(x) en la forma yp(x) = q(x) y examinense las 
asíntotas horizontales y verticales, valiéndose de los coeficientes de las potencias 
de mayor grado de las variables. 

3. La asintota horizontal de y = q(x)/p(x) puede determinarse como 
y == lim q(x)/p(x) siempre que el límite (finito) exista. Valerse de los métodos 

xo 
del Cap. 11-11 para verificar que los enunciados formulados respecto de las asin- 
totas horizontales en el Ejercicio 2, son válidos también según esta nueva 
definición. - 

4. Obtener las asíntotas verticales y horizontales de las curvas del Ejercicio 
1, toda vez que existan. 

5. Escribir y = gq(x)/p(x) en la forma s(x)/p(x) ++ t(x) en donde el grado 
de s(x) sea menor que el de f(x) y demostrar que el gráfico de la función ra- 
cional dada es asintótico con el gráfico del polinomio y = r(x). 


13331 


Meserve / Conceptos fundamentales de álgebra 

vI-7 FUNCIONES ALGEBRAICAS. Una 
ecuación polinomia f(x, y) = 0, en que f(x,y) se considera como un 
polinomio en y con coeficientes pertenecientes al anillo de los po- 
linomios en x con coeficientes complejos, determina a y como una 
función algebraica (Cap. nr-16) y tiene como gráfico real una 
curva plana algebraica. El concepto de función algebraica es una 
ampliación del concepto de polinomio porque todo polinomio p(x) 
satisface f(x,y) = y — p(x), es decir, un polinomio es un caso espe- 
cial de una función algebraica que surge cuando f(x,y) tiene la for- 
ma y — p(x). Análogamente, una función racional (Cap. vit- 6) 
es un caso especial de una función algebraica que se origina cuan- 
do f(y) tiene la forma p(x} — q(x). 

Hemos visto (Cap. mr-10) que cualquier polinomio p(x) es 
una función uniforme de x. Además, una función racional de x 
es uniforme siempre que esté definida (Cap. 1-3). Sin embargo, 
una función algebraica definida por una ecuación polinomia f(x,y) 
= 0 de grado n en y, puede tener n valores de y que corresponden 
a un valor dado de x. Por ejemplo, y" — x == 0 tiene asociados dos 
valores reales de y con cada valor positivo de x. En esta sección 
nuestro estudio se limitará a una introducción muy breve de una 
representación gráfica (la superficie de Riemann) de los n valores 
de la función algebraica y (no necesariamente reales y distintos), 
que corresponden a cada valor de x (Teorema 1v - 2). 

A menudo nos hemos referido a un polinomio con coeficientes 
reales con el nombre de un “polinomio real”. En algunos textos 
se dice que una curva es real si la función f(x,y) tiene coeficientes 
reales. Según esta definición una curva real puede tener sólo pun- 
tos imaginarios, como en el caso de x* + y* + 1. Nosotros denomi- 
naremos un gráfico real de cualquier curva a aquél compuesto de 
los puntos reales cuyas coordenadas (n-tuplos reales) hacen que la 
función se anule. 

En el Capítulo 1, al estudiar nuestro sistema de números, am- 
pliamos el sistema de números racionales y obtuvimos el sistema de 
números reales con el objeto de conseguir un sistema continuo (sin 
interrupciones en el eje de los números reales). En seguida amplia- 
mos el sistema de los números reales y obtuvimos el sistema de los 
números complejos y examinamos la propiedad de todo polinomio 
de grado n en una sola variable con coeficientes complejos que ten- 
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gan exactamente n raíces complejas (Teorema 1v - 2). Esto signifi- 
ca que el sistema de números complejos es cerrado algebraicamente. 

Se puede expresar geométricamente esto mismo en forma aná- 
loga, como sigue: se consideró una recta de puntos racionales con 
el objeto de obtener las raíces de todas las ecuaciones lineales con 
coeficientes enteros o racionales. Esta recta se amplió para obte- 
ner la recta real y asegurarse la continuidad, a saber, que cual- 
quiera curva que una dos puntos situados a los “lados opuestos” 
de una recta, corte a la recta. Finalmente, la recta real se amplió 
y se obtuvo el plano complejo con el objeto de representar todas 
las raíces de cualquier polinomio en una variable con coeficientes 
complejos. 

Geométricamente, se puede hacer una ampliación análoga res- 
pecto de los gráficos de las funciones algebraicas. En un espacio 
de dos coordenadas complejas, la ecuación y’ — x = 0 asocia exac- 
tamente dos valores de y con cada valor complejo de x. Estos valo- 
res de y son reales y distintos si x es positivo, reales e iguales si x 
= 0, conjugados imaginarios si x es negativo, Es difícil formarse 
una imagen de este espacio, ya que corresponde a un espacio eucli- 
diano tetradimensional. La variable compleja x está definida esen- 
cialmente sobre un plano euclidiano. Los dos valores de y pueden 
identificarse con dos superficies u hojas y = + YX e y = — YX. 
En esta nueva superficie de dos hojas, denominada la superficie de 
Riemann de la función y? — x = 0, la función algebraica y = f(x) 
es uniforme. Las hojas de una superficie de Riemann suelen cru- 
zarse en puntos (denominados puntos de ramificación), ya que en 
un espacio de cuatro dimensiones, dos planos pueden cortarse en 
un solo punto, Aun cuando esta propiedad dificulta la formación 
de una imagen mental al respecto, el concepto de hojas ha resulta- 
do ser muy útil. 

En general, se asocia con toda función algebraica y(x), defi- 
nida por una ecuación polinomia f(x, y) = 0 de grado n en y, 
una superficie de Riemann de n hojas en la cual la función es uni- 
forme. La superficie de Riemann es esencialmente el gráfico de 
la función en un espacio con dos coordenadas complejas. Se pue- 
den estudiar los puntos de la superficie de Riemann en la proximi- 
dad a los puntos correspondientes a x = a por medio de desarro- 
llos de series infinitas (Cap. ur-11) en una variable t, en que x 
= a + t (Bibliografía N? 8; pág. 32). Un estudio cabal de este 
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más bien complicado procedimiento puede consultarse en (Biblio- 
grafía N9 8). 

El resto de este capítulo está dedicado a unos cuantos procedi. 
mientos prácticos para la construcción de gráficos reales, a la reso- 
lución gráfica de ecuaciones algebraicas y a la determinación de 
ecuaciones empíricas. 


EJERCICIOS: 


A. Dar tres ejemplos de cada uno de los siguientes tipos de funciones al- 
gebraicas de x: a) función polinomia; b) función racional que no sea un poli- 
nomio; ¢) función algebraica, pero que no sca función racional. 

2. Indicar el número de hojas en la superficie de Riemann de cada una de 
las funciones escritas en el Ejercicio 1. 


vu-8 TRAZADO DE CURVAS. El trazado de 
la curva de una ecuación dada puede efectuarse construyendo la 
curva mecánicamente, trazando numerosos puntos con cierto grado 
de precisión o trazando unos pocos puntos seleccionados y determi- 
nando la forma de la curva de acuerdo con su simetría, sus puntos 
singulares y sus asíntotas. Consideraremos brevemente cada uno 
de estos métodos. 


Alfred Bray Kempe resolvió completamente, en teoría, el pro- 
blema de construir mecánicamente el gráfico real de cualquiera 
curva plana algebraica f(x, y) = 0 de grado n empleando poligo- 
nos articulados (Cap. vr-9). En la práctica, estos mecanismos sue- 
len complicarse mucho y hacerse engorrosos a medida que n aumen» 
ta. Sin embargo, pueden construirse convenientemente muchas cur- 
vas planas corrientes utilizando polígonos articulados. Yates (Biblio- 
grafía NO 54) señala la construcción mecánica de muchas curvas; 
incluso la cardiode, la cassiniana, la cisoide, las secciones cónicas, 
la lemniscata de Bernoulli y el caracol de Pascal. Todos emplea- 
mos compás para trazar un círculo y, posiblemente, una cuerda 
enlazada a espigas fijas en los focos para dibujar una elipse. Al- 
gunas personas consideran que un pantógrafo (Ejercicio 4, Cap. 
vi-9) y algunos otros aparatos mecánicos son muy útiles. No obs- 
tante, la mayor parte de los métodos mecánicos requiere dema- 
siado equipo y a menudo aparatos muy especiales, para el uso co- 
rriente, 
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El trazado de una curva de grado n por medio de un gran nú- 
mero de puntos puede ser difícil así como tedioso. Las dificulta- 
des que se presentan se deben, algebraicamente, a que las raices de 
las ecuaciones polinomias de grado n deben aproximarse; y, geomé- 
tricamente, a que la sucesión de puntos sobre la curva o la asocia- 
ción de los puntos trazados no es obvia de inmediato. En general, 
el método de trazar simplemente puntos es más útil en las curvas 
unicutsales (Cap. vu-5). 

Existen varios métodos para simplificar el procedimiento de 
trazar numerosos puntos del gráfico de una curva cuya ecuación 
f(x, y) = 0 es dada. En primer lugar, es fácil trazar los puntos de 
intersección de la curva con los ejes coordenados y por lo menos 
corrientemente son tan fáciles de obtener como cualquier otro: las 
intersecciones con el eje x son los ceros reales de f(x, 0) y las inter- 
secciones con el eje y son los ceros reales de f(0, y). Por ejemplo, 
xt + yt — 5x + y — 6 tiene f(x, 0) = x* — 5x — 6, de donde las 
intersecciones con el eje x son 6 y — 1; f(0, y) = y* -+ y — 6, de don- 
de las intersecciones con el eje y son 2 y —3, 

En segundo lugar, la curva puede ser simétrica respecto de cier- 
tos ejes o puntos, de modo que sólo una parte del gráfico necesita 
un trazado cuidadoso y el resto puede obtenerse por simetría. Por 
ejemplo, el gráfico de y — x” es simétrico respecto del eje y. En 
general, el gráfico de f(x, y) es simétrico; 


al eje x si f(x, y) = K(%, >) 
al eje y si f(x,y) = f(x, Y)» 
al origen si f(x, y) = f(x, ~y) 
y a la recta y = x si f(x, 9) = f(y, x) 


Se pueden desarrollar pruebas para determinar la simetría respecto 
de muchos otros ejes y centros (Ejercicio 3), pero las anteriores son 
las más comunes y las más fáciles de aplicar (Ejercicio 2). 
Otro concepto que simplifica el trazado de puntos es el de las 
regiones excluidas. Frécuentemente, existen conjuntos de valores 
de una variable para los cuales el gráfico mo tiene ningún valor 
real, Tales conjuntos de valores se denominan regiones excluidas, 
Por ejemplo, el gráfico de y = x* no tiene ningún punto real para 
los valores negativos de y; el gráfico de y" = 2x — x* no tiene nin- 
gún punto real cuando x < 06 2 < x; el gráfico de la Fig. vn-13 
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no tiene ningún punto real cuando —$ £ x<-20Zx<2, 
62<x <4 

Frecuentemente, es de especial interés el comportamiėnto de 
un gráfico en las proximidades del origen o de algún otro punto. 
Mediante una traslación x’ = x — a, y” = y — b el comportamien- 
to de cualquier punto (a, b) puede ser estudiado como el compor- 
tamiento respecto del nuevo origen. En general, los términos de 
menor grado determinan el comportamiento de la curva en las pro- 
ximidades del origen. Dado cualquier polinomio f(x, y), sea g(x, y) 
= 0 la ecuación polinomía que resulta igualando a cero los térmi- 
nos de menor grado de f(x, y). Si g(x, y) es constante y diferente de 
cero, el gráfico de f(x, y) no pasa por el origen. En todo caso, los 
términos de g(x, y) son del mismo grado, es decir g(x, y) es un po- 
limonio homogéneo. Un polimonio homogéneo de grado r en x 
e y con coeficientes complejos se puede expresar siempre, teórica- 
mente, como el producto de r polimonios lineales con coeficien» 
tes complejos. Los gráficos de los factores lineales de g(x, y) son 
las tangentes a la curva f(x, y) = 0 en el origen. Por ejemplo, 
si f(x, y) =x" + y" — 3axy, en que a z4 0 (Fig. vir6), entonces 
g(x, y) = — 3axy y las tangentes en el origen son x = 0 e y = 0. 
Análogamente, el gráfico de x" + xy" + ax' — ay' == 0 tiene tan- 
gentes x + y = 0 y x — y = 0 en el origen. 

Para hacer el gráfico de las funciones racionales (Cap. vH:6), 
son muy útiles las asíntotas horizontales y verticales. En general, 
dado cualquier polinomio f(x, y) de grado n, los términos de gra- 
do n y n — 1 determinan el comportamiento de la curva en los 
valores numéricos grandes de las coordenadas, Sea h(x, y) el poli- 
nomio homogéneo compuesto por los términos de grado n de f(x, 
y). Los gráficos reales de los factores lineales de h(x, y) son parale- 
los a las asíntotas del gráfico de f(x, y). En el ejemplo f(x, y) = 
x3 4 y? — 3axy (Fig. vu-6), R(x, y) = x? + y? y la única asintota 
es paralela a x + y = 0. En general las ecuaciones de las asíntotas 
dependen de los términos de grados n y n — 1 (Bibliografía NO 27, 
pág. 13). Si A(x, y) no contiene un término a", sea p(y) el coefi- 
ciente de la potencia mayor de x en el polinomio original f(x, y). 
Entonces los gráficos de los factores lineales de p(y) son las asínto- 
tas horizontales de f(x, y). Lo mismo se puede decir respecto de 
las asíntotas verticales, como se ilustró en el Cap. vir6 al conside: 
rar las funciones racionales en la forma p(x)y — g(x). La teoría 
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general de las asíntotas incluye el Diagrama de Newton o tridngu- 
lo analítico (Bibliografía N? 27, pág. 15). 

Hasta aquí hemos estudiado el uso de las intersecciones con 
los ejes coordenados, de la simetría, de las regiones excluidas, de 
las tangentes en el origen (o en cualquier otro punto determina- 
do), y de las asíntotas en el trazado del gráfico de un polinomio 
f(x, y). Los puntos singulares (Cap. vir5) pueden usarse también 
en forma efectiva. Frost (Bibliografía N? 22) y Johnson (Biblio- 
grafía N? 27) tratan este tema en forma elemental y no supo- 
nen conocimiento alguno de cálculo. Hilton (Bibliografía N9 26) 
aprovecha efizcamente conceptos matemáticos más avanzados. Con- 
cluiremos esta sección con un solo ejemplo de los eficaces méto- 
dos empleados en textos más avanzados, tales como (Bibliografía 
Ne 26). 

Dado cualquier polinomio f(x, y) de grado n, podemos hacer 
que cada término del polinomio sea de grado n insertando una po- 
tencia adecuada de z y obtener, de este modo, un polinomio homo- 
géneo f(x, y, z). Por ejemplo, si f(x, y) = x* + y’ — 3xy, entonces 
NX, y, z) = x! + y' — 3xyz. En seguida, empleamos la notación fe 
para indicar la primera derivada parcial respecto de x de f(x, y, 2), 
es decir, la primera derivada de f(x, y, z) con respecto de x, en que 
y y z se consideran constantes. Análogamente, fs, es la derivada par- 
cial de fe con respecto de y, etc. En el caso de f(x, y, 2) = x’ + y” 
— 8xyz, tenemos 


f: = 32% — 3y2, Ja = 3 — 3x2, Ja = -3xy, 
Jz = 6x, Suv = 6Y, fu =0, 
far = fu = 732, Ín = Jay = 37; Siz = fas = -3y 


El gráfico del determinante de las derivadas parciales de segundo 
orden de f(x, Y, 2), 


a fu fa 
H(z, y, 2) = | fys fa Sn 
Ja fu Sa 


se denomina el hessiano de la curva dada (Bibliografía N? 26, pág. 
98). La importancia del hessiano se debe a que las intersecciones 
de una curva con su hessiano son precisamente los puntos singu- 
lares y los puntos de inflexión de la curva dada, Por ejemplo, el 
hessiano de x' + y* — 3xy2 es el gráfico del polinomio 


p 
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6z -32 —3y 
H(z, y, 2) =|-32 6y —31|= —54(2%+ y’). 
-3y -3z 0 


Las intersecciones de los gráficos f(x, y) = x' + y? — 3xy y H(x, 
y) = — 54x" + y!) deben también encontrarse sobre 54f(x, 9) 
+ H(x, y) y, por lo tanto, sobre por lo menos uno de los ejes 
coordenados. En consecuencia, el único punto singular o punto de 
inflexión del gráfico de f(x, y) = x' + y' — 3xy se encuentra en 
el origen (Fig. vir6). 

En esta sección hemos considerado varios métodos de hacer grá- 
ficos de curvas planas. No obstante, de ninguna manera hemos 
agotado el tema, ya que se puede escribir fácilmente la ecuación 
de una curva plana de grado superior cuyo gráfico no se puede 
obtener de inmediato por medio de estos métodos. En consecuen- 
cia, al reconocer la dificultad de representar gráficamente la ma- 
yoría de las curvas planas de grado superior, consideraremos el 
presente estudio sólo como un breve tratado de los métodos que 
pueden facilitar la representación gráfica de cualquiera curva pla- 
na dada de grado superior, pero no se puede espcrar convertir la 
representación gráfica en una simple rutina. En la sección que si- 
gue estudiaremos unos cuantos tipos especiales de gráficos, 


RJERCICIOS 


1. Encontrar las intersecciones de las siguientes curvas con el eje x, y con 
el eje y: 


a) *—8% 447412 =0; 

b) x'a y! — 3axy = 0 (Fig. vn-6), folio de Descartes; 
9 ypt 0; 

d) xy! — x — 4y = 

9 yor dy = 
f xy + a'y — a = O, curva versiera de Agnesi; 

g) Y + ay! — 2ay'= 0, cisoide de Diocles; 

h) xtp xp! 4 ay? — 3ax! = 0 (Fig. v15), triscctriz; 
i) at xy! 4 axt — ay! = 0, estrofoido; 

j) My + dy — atx = O, serpentina; 

=x(x — 1) (1 — 2); 

(+1) («—2). 


33401 


vir -9 Gráficos especiales 

2. Probar la simetria de cada una de las curvas del Ejercicio 1, con respecto 
a) al eje x; b) al eje y; c) al origen; d) a la recta x = y. 

3. Inventar demostraciones para probar la simetría con respecto a cada 
una de las siguientes rectas: a) x = I; b) x = a; 0) y= b; d) x = y = 0. 

4. Indicar las regiones excluidas, si existe alguna, respecto de x e y en los 
gráficos de cada una de las curvas del Ejercicio 1. 

5. Encontrar las tangentes en el origen de las curvas siguientes: 


(a) zy = a, (0) (+ 2y = 2241), 
(b) Y = “r-1), (d) iy - 0-2 


6. Hallar las tangentes en el origen, si existe alguna, de los gráficos de cada 
una de las curvas del Ejercicio 1. 

7. Discutir el comportamiento de x! + y’ — 6xy en (3,3) 

8. Hallar los puntos singulares de cada una de las curvas siguientes emplean- 
do el hessiano: a) al — xy! — y'i b) X? + xy" — x. 

9, Hacer el gráfico de las curvas del Ejercicio 8. [Indicación: la curva del 
Ejercicio 8 (b) es reducible (Cap. vir-9) ] 


VII-9 GRAFICOS ESPECIALES. Ahora vamos 
a estudiar cuatro métodos especiales para hacer gráficos. Estudia- 
remos los gráficos de curvas reducibles, gráficos que resultan de 
la composición de ordenadas, gráficos de funciones trascendentes 
y curva de Peano (curva que llena un área). 

Todas las veces que el polinomio f(x, y) puede factorizarse como 


Nx, 9) = gx Y) > Mx, Y) 


se dice que el gráfico de f(x, y) es reducible y comprende a la to- 
talidad de los puntos sobre los gráficos de g(x, y) y h(x, y). Los 
gráficos de los factores de f(x, y) se denominan componentes del 
gráfico de f(x, y). Por ejemplo, el gráfico de x' + xy" — x (Ejer- 
cicio 8 b), Cap. vi8) tiene dos componentes correspondientes 
a los factores x y x* + y' — 1, respectivamente. De esta manera 
puede obtenerse el gráfico de cualquier curva reducible haciendo 
el gráfico de cada uno de sus componentes. 

La representación gráfica de f(x, y) suele simplificarse a menu- 
do resolviendo la función para una de las variables, como ser, y == 
r(x), en que r(x) no es necesariamente un polinomio. Por ejem- 
plo, 
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2 + y 22y + 202, 
al resolverla respecto de y, resulta: 


A EEE 


que se puede representar gráficamente como y = 
de y: = x, y 


+ y,» en don- 


p=+V2-2-2 
ó (x + 13 + y? = 3. Si f(x, y) = 0 se resuelve respecto de y, este 
método de trazar la curva se denomina representación gráfica por 
composición de ordenadas. 

En nuestro estudio mos hemos preocupado principalmente de 
los gráficos de polinomios. También pueden determinarse gráfi- 
cos de funciones trascendentes tales como y = sen x 0 y = 
log,x, en que 1 < p, por medio de varios polinomios: 


y=-_ -xsix<o0, 
5Bsix=0, 
= *six>o0 


o por otros símbolos tales como y = |x| o y = [x], donde el x en- 
tre paréntesis indica el mayor entero menor que o igual a x. Va- 
rias funciones semejantes a éstas se tratan en (Bibliografía N? 24, 
págs. 55-60). Es posible aún definir y, por muy equívoco que sea 
su gráfico, debido a la distancia entre las marcas correspondientes 
a los puntos trazados. Por ejemplo, supongamos 


1 si x es racional, 


y= 
= 0 sí x es irracional. 


Dado que los números racionales son densos y los números irra- 
cionales son infinitos (Cap. 1-13) en todo segmento (a, b), siendo 
a < b, el gráfico de la función uniforme anterior resulta estar 
compuesto de dos rectas y == 0 e y = 1. En el Ejercicio 3, pueden 
hallarse varios otros ejemplos de gráficos que no pueden darse por 
un solo polinomio en x y en y. 

Concluiremos nuestro estudio sobre el trazado de gráficos re- 
firiéndonos a una curva con propiedades muy excepcionales, el 
arco de Peano, que llena un área, pues pasa por todos los puntos 
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interiores de un cuadrado. Se denomina arco porque cada punto 
de él puede determinarse por un solo valor real del parámetro t, 
0 < £ < 1, del mismo modo, que los puntos interiores de un seg- 
mento unidad sobre el eje x pueden determinarse por un solo va- 
lor real de x, 0 < x < 1. En (Bibliografía N? 21, pág. 56) se puede 
consultar una descripción de la manera en que se asocian los pun- 
tos interiores del cuadrado con los valores reales de t, siendo 0 
< t < l. Este arco tiene importancia en las teorías matemáticas 
ya que establece una correspondencia biunivoca entre los puntos 
de un elemento de un área (de dos dimensiones) y los puntos 
de un segmento de recta (de una dimensión). 


EJERCICIOS 


1. Trazar los gráficos de: 


(a) ziz? + y — 22 + 2y = 7), 
(b) (è = Pe t t 1), > 
(0) 2? — zty — 22 + 2y. 


2. Representar gráficamente por composición de ordenadas o abscisas: 
)y)=x+1 
b) 2 —4xy + mx 4, 


(o) xt + 6xy + 9% 4x4 +1=0, 
(d) y = x + sen x. 


3. Hacer los gráficos de: 


(e) y = 1 si x es racional, 
=l si x es irracional; 


(d) y = yx si x es el cuadrado 
de un entero, 
= x en todos los demás 
casos 


VI -10 SOLUCIONES GRAFICAS. Si para 
obtener la solución de un problema se necesita observar las inter- 
secciones de rectas y curvas sobre un plano, ésta es necesariamente 
una solución aproximada. No obstante, una solución aproximada 
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suele ser muy útil. La adición gráfica que sigue es un ejemplo 
trivial del procedimiento general. 

Consideremos la familia F de rectas x -+ y = C y hagamos un 
cuadro trazando las rectas correspondientes a valores de C menores 
en valor absoluto que algún número positivo N. Puede hallarse 
gráficamente la suma a + b de dos números reales trazando el 
punto (a, b) y observando el valor particular de C que correspon- 
dería a la recta de la familia de rectas F que pasa por (a, b). 

Las aplicaciones de los métodos gráficos son muy numerosas. 
En la Bibliografía N? 46 se consideran la adición, la sustracción, 
la multiplicación y división, interés simple y compuesto, resolu- 
ción dé ecuaciones cuadráticas, cúbicas y cuárticas, la integración 
y la diferenciación. El uso de las curvas en el problema de la tri- 
sección se estudió en el Cap. v1-7. Muchas otras aplicaciones de 
los métodos gráficos pueden consultarse en la Bibliografía N9 33, 

Otra aplicación de las soluciones gráficas se encuentra en las 
reglas de cálculo y nomogramas. Por ejemplo, en la mayoría de 
las reglas de cálculo se puede hallar la raíz cuadrada de un nú- 
mero en la escala A mirando directamente debajo de ella (supo- 
niendo que los extremos de las escalas se corresponden) sobre la 
escala C. La correspondencia entre el número y su raiz cuadrada 
se puede mirar comúnmente gracias a un hilo cruzado (recta fina 
y movible perpendicular a las escalas). Por esto, la regla de cálcu- 
lo es un caso especial de gráfico alíneado o nomograma. Muchos 
nomogramas consisten en tres rectas o curvas situadas con preci- 
sión, con escalas (posiblemente muy diferentes en unidades y en 
significado) marcadas sobre cada una de ellas. El nomograma se 
usa entonces colocando: una reglita sobre puntos en dos de las es- 
calas, según los datos dados, y leyendo el resultado en la tercera 
escala, Maurice d'Ocagne inventó algunos excelentes nomogramas 
y desarrolló métodos para resolver ecuaciones en más de dos varia- 
bles en el plano. Muchos de los procedimientos publicados en li- 
bros más recientes se basan sobre el trabajo de d'Ocagne. Para 
pormenores respecto de la construcción y uso de nomogramas se re- 
mite al lector a textos especiales sobre la materia. Concluiremos 
nuestro estudio de las representaciones gráficas con una breve dis- 
cusión del problema de hallar una ecuación o curva qué corres- 
ponda a un conjunto dado de puntos. 
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EJERCICIOS 


1. Dibujar gráficos que puedan servir para aproximar cada uno de los si- 
guientes, siendo 0 S b S 10: 


(a) vi, () Y, (0) YE +3, 
(b) +1, (a) bt, (N vb +3. 


2. Dibujar varias curvas de una familia de curvas que sirvan para aproxi- 
mar cada una de las siguientes: 


(a) a +b, (c) ab, (e) a? + 2ab + b. 
(b) a — b, (d) a/b, 


3. Resolver gráficamente los siguientes sistemas de ecuaciones y desigual- 
dades: 


(0) y=z, (o) sins <y S1, 
Y< t, Jal <3. 
Pa (d) 1/2> y, 

(b) 1 = y> r, +y a25 
0<r<y 


VI-11 DETERMINACION DE CURVAS. 
Hasta aquí hemos trazado curvas de ecuaciones dadas. En esta 
sección, supondremos que se da un conjunto de valores correspon- 
dientes a dos variables y procuraremos encontrar la ecuación en- 
tre las dos variables que mejor convenga a los datos dados y a las 
condiciones del problema. A menudo los datos se han obtenido 
por medio de la observación o de la experimentación y al formar 
una ecuación entre las variables se puede lograr una mejor com- 
prensión del problema. 

Siempre es posible hallar una curva de grado menor o igual a 
n — 1 que pase por n puntos dados. Sin embargo, puede ocurrir 
que nuevos conjuntos de valores del gráfico no se aproximen a 
los nuevos valores correspondientes del problema, Nos referiremos 
a algunos métodos para determinar una ecuación, denominada 
ecuación empírica, que se satisfaga aproximadamente con los da- 
tos dados. Por ser la línea recta la curva cuya imagen se capta más 
fácilmente, la consideraremos en varios tipos de escalas coordena- 
das. Para medir si una ecuación empírica es adecuada o no se suele 
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utilizar promedios o el método de los cuadrados menores, es decir, 
se reduce al mínimo la suma de los cuadrados de las diferencias 
entre los resultados de los datos dados y aquellos que se desprenden 
de la ecuación. El tema de la determinación de curvas a partir de 
datos dados entre las variables se estudia en muchos textos de geo- 
metria analítica, por ejemplo, en (Bibliografía N? 38, págs. 204- 
223). Se pueden consultar estudios más completos sobre esta mate- 
ria en Bibliogría N? 14, págs. 3-88; N? 33, págs. 120-169, 

El gráfico de y = ax + b en papel corriente para gráficos es 
una línea recta con pendiente a y que corta al eje y en b. A la in- 
versa, cada vez que los puntos correspondientes a los datos dados 
parecen encontrarse sobre una línea recta en papel corriente para 
gráficos, ellos pueden satisfacer (mediante un cambio de coordena- 
das si la recta es paralela al eje y) muy aproximadamente una ecua- 
ción de la forma y = ax + b. Las constantes a y b pueden calcu- 
larse fácilmente basándose sobre los datos dados o en el gráfico 
de la recta. 

El método de los promedios se aplica a la relación lineal y = 
ax + b, como sigue: Por ejemplo, los pares dados de valores 


e 103 € E yg 
y 320 4.30 480 6.10 7.00 8.20 9.10 


se dividen en dos conjuntos (dado que hay que determinar dos 
constantes) aproximadamente iguales en número, Por ejemplo, 
tomemos los primeros tres y los últimos cuatro pares de datos ante- 
riores. En la relación lineal se sustituyen los pares de cada conjunto 
y obtenemos las ecuaciones aproximadas 


32= a+b, 6.1=40+b, 
43=20+b, 7.0 = 5a +b, 
48=3a+b, 8.2 = 6a +b, 
9.1 =7a+b; 
Los elementos de cada conjunto se suman 
12.3 = 6a + 3b, 30:4 = 22a + 4b, 


y las dos ecuaciones que resultan se resuelven simultáneamente 
para a = l y b = 2.1 para obtener la ecuación empírica y = x 
+ 2.1. También puede usarse el método de los promedios para 
adecuar una parábola y = ax' + bx + c a partir de los datos 
dividiendo los pares de valores en tres conjuntos y resolviendo las 
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tres ecuaciones lineales resultantes respecto de tres parámetros a, 
b, c. 
Cuando se aplica el método de los cuadrados menores a la ecua- 
ción lineal y = ax + b determina principalmente valores de a y b 
tales que 


Da2 lrtd- y) 

ja 

es un mínimo donde hay n pares de valores (x,, Y), j = 1,2, .-., n, 
en los datos dados. Esto se puede hacer resolviendo las dos ecua- 
ciones lineales diferenciales §D/ða = 0, 5D/5b = 0 simultánea- 
mente para a y b. También se puede hacer (Bibliografía N? 38; 
págs. 219-222) resolviendo simultáneamente las ecuaciones 


>y -2«)x,+m, 
ATA ADA 


Sí las ecuaciones aproximadas y, = ax, + b forman una columna 
y las x,y, = ax, + bx, otra, resulta para el ejemplo anterior 


32= a+ b 32= a+ b 
43= 2a+ b 86= 4a+ 2b 
48= 3a+ b M4= 9a+ 3b 
6l= 4a+ b 24.4 = l6a+ 4b 
7. = a+ b 35. = 25a + 5b 
8.2 = a+ b 49.2 = 36a+ 6b 
9.1= 7a+ b 63.7 = 49a + 7b 


42.7 = 28a + 7b 198.5 = 140a + 28b 
de donde a = 0.99 y b = 2.14, y resulta la ecuación empírica y = 
0.99x + 2.14. Es obvio, que estos métodos se pueden aplicar con 
ligeras modificaciones a las relaciones lineales log y = a log x + 
log b y log y = ax + b, la que acabamos de considerar. 

La ecuación y = ba" es equivalente a log y ='a log x + log b 
que es lineal en log y y en log x. En consecuencia, se emplea papel 
logarítmico, donde las distancias Ox y Oy representan los logarit- 
mos de x y de y respectivamente, en vez de sus magnitudes. Siempre 
que los puntos correspondeintes a los datos dados se presenten 
sobre una línea recta en el papel logarítmico, ellos pueden sa- 
tisfacer aproximadamente una ecuación de la forma y = bx" 
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y las constantes pueden determinarse fácilmente por medio del grá- 
fico. Este método se puede hacer extensivo a y = bx” + c conside- 
rándola en la forma log (y — c) = a log x + log b. El valor de c 
puede calcularse por ensayo y error o gráficamente (Bibliografía 
N? 14; pág. 12). 

Hacemos notar también que y = 10”** 4 c puede considerarse 
en la forma log (y — c) = ax ~} b como un gráfico lineal en papel 
semilogarítmico. Finalmente, cuando la razón de cambio de una 
variable con respecto a la otra es lineal, tenemos 


Y. 
> Ar 2az +b 
y las variables pueden relacionarse por medio de 
dy _ =ar 
Ta 2ar+b or y=ar+br+<. 


Si los recíprocos de x e y están relacionados linealmente, es decir, 


sta, 


eim 


entonces 
Cer 
smato 

Hay otros tipos comunes de ecuaciones empíricas, pero las anterio- 
res dan a conocer uno de los usos de los diferentes papeles coorde- 
nados y algunas de las ventajas de los métodos gráficos. Un estudio 
más amplio de las ecuaciones empíricas puede consultarse en (Bi- 
bliografía N9'14) y en muchos textos sobre estadística, 


EJERCICIOS 


1. Por medio del método de los promedios hallar una ecuación de la forma 
y = ax + b que se satisfaga aproximadamente con los siguientes datos: 


xl 2 8 5 10 I2 
y 224365 11 21 2 


2. Trazar los puntos dados sobre la recta que se obtuvo en el Ejercicio 1. 
3. Hallar una ecuación de la forma y = ax? 4- bx + c para los datos dados 
en el Ejercicio 1. 
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VII-12 CONCLUSION. En este capítulo hemos consi- 
derado las relaciones entre los gráficos y las ecuaciones. Desde la 
Sección 1 hasta la Sección 10 muestro interés principal residió 
en obtener el gráfico de una función dada; en la Sección 11 nos 
preocupamos de hallar una ecuación de cierto tipo valiéndonos 
de la curva que mejor se ajustara en los puntos ocrrespondientes a 
ciertos datos dados. Estas consideraciones ilustran la importancia 
de las relaciones entre los conceptos fundamentales de álgebra y 
los conceptos fundamentales de geometría. En particular, hemos 
visto que muchos problemas algebraicos pueden expresarse geomé- 
tricamente y, análogamente, muchos problemas geométricos (por 
ejemplo, las construcciones clásicas del Cap. v1) pueden expresarse 
algebraicamente. Como se puede ver, un estudio de los conceptos 
básicos de cualquiera rama de las matemáticas, y en particular 
nuestro estudio de los conceptos fundamentales de álgebra, en este 
texto, amplían nuestro conocimiento de todos los aspectos de las 
matemáticas. $ 
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bica 198, 

Reducible, curva 341 / 
polinomio 145. 

Reducción al absurdo 
42. 

Reflexión de un punto 
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Región excluida 837. 

Regla 289 / de Cramer 
222, 260-263 / de los 
signos de Descartes 
202-207. 

Relaciones binarias 19 
jde equivalencia 20. 
21 / de identidad 
140, 177 / de orden 
de enteros no nega- 
tivos 29-31, 33 / de 
orden de números 
cardinales 56 / de 
orden de números 
complejos 17 / de 
orden de números 
racionales 34-42 / de 
orden de números 
reales 46-51 / refle 
xiva 20 / simétrica 
20-21. 

Representación expo- 
nencial de los núme- 
ros 69 / trigonomé- 
trica de los números 
69, 

Residuales, clases 120- 


123, 153, 
Residuo módulo 120 / 
sistema completo 


121 / sistema redu- 
cido 322-123. 

R-ésimo, menor 252, 

Resolvente cúbica 20l- 
202. 

Resto, teorema del 130, 
178. 

Riemann, superficie de 
334-335. 

Rotación 280. 


sS 


Secante 171, 
Segmento 155. 
Serie infinita 162-174 / 
de Taylor 173-170. 
Simbolo de la suma 
236. 

Simétricas, funciones 
195-190 / gráficos 
337 | polinomios 


194-196 / relaciones 
20-21. 

Sintética, división 179- 
182, 206. 

Sistemas de ecuaciones 
Jincales 260-268. 
Soluciones 33, 128, 131, 

182, 177 / aproxi- 
madas 217-220 / grá- 
ficas 343-345. 
Sturm, funciones de 
208 / polinomios de 
208 / sucesiones 208, 
213-214 / teorema 
de 207-213 / teorema 
para rafces múltiples 
214. 
Subconjunto 16-17. 
Subespacio lineal 315. 
Sucesión 158 / de Cau- 
chy 55, 160, 176 / 
convergente 160 / di- 
visión 208 / infinita 
162, 174 / limite de 
159 / nula 159 / de 
Sturm 208, 213-216. 
Suma, símbolo de 236. 
Superficies cuíidricas 
329 / reglada 325- 
326 / de Riemann 
334-335. 
Sustracción 32. 


T 


Tangentes 171 / en el 
origen 338. 

Taylor, fórmula de 173 
J serie de 173-176. 

Teorema de Bolzano- 
Weierstrass 55 / de 
Cantor-Dedckind 52, 
5% / chino del resto 
130 / de Dedekind 
47 | de De Moivre 
74-19 / de Euler 126 
J del factor 178 / 


Tndice alfabético 


de la factorización 
única 98 / de Fer- 
mat, simple 126-127 
/ de Fermat, último 
131-133 / fundamen: 
til del álgebra 134 
į fundamenta! de la 
aritmética 98 / fim- 
damental para siste 
mas de ecuaciones li- 
neales 265 / de Hci- 
ne-Bgrel-Lebesgue 53 
} de Pitágoras 131 / 
del resto 178 / de 
Sturm 207-213 / de 
Wilson 181. 

Teoría de tas ecracio- 
nes 177-220 / de los 
números 85-133. 

Tetradimensional, espa- 
cio 325-327. 

Tomahawk 306. 

Totient de m 122 

Transfinito, número 
cardinal 56, 

Transformaciones, afin 
288 / elementales 
259 / de Euclides 
284 / geométricas 
279.286 / grupo de 
285 / homotéticas 
286 / de identidad 
285 / inversas 285 / 
lineal birracional 193 
| producto ordenado 
de las 282 / de ral- 
ces 191-196, 

Transitividad 20-21. 

*Transposiciones 229- 
234, 

*Trascendente, función 
175-176 / número 43. 

Traslación 279-280, 

Trazado de curvas 308, 
386-343. 

Triangular, matriz 250. 

'Trinomio 136. 
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Ftigonométrica, vepre- 
sentación de los nú- 
meros 69. 

Trisccción de un ángu- 
lo, clásica 301, 302 / 

303-308 / 
de Arquímides 304 / 
de Kempe 307. 

Trisecuiz de Mudluurin 

305. 


U 


Unictasal, curva 329. 

Unidad 26, 27, 87 / vai- 
ces de la 76-77, 121- 
123. 

Unidades 87, 91, 141. 

Uniforme, función 155. 

Uno a wno, correspon- 
dencia 14 


v 


Vacio, conjunto 17, 47 
} gráfico 314 

Valor absoluto 89, 66 / 
principal 70-74, 

Vandermonde, determi 
nante 251-252. 

Variable, 127.128, 135 / 
cambio de 151-153, 
181-183 / dependien- 
te 154 / entera posi- 
tiva 155 / indepen- 
diente 154 / real 
continua 155, 

Variación 202-203, 

Vector 69. 

Vertical, asintota 330. 


w 
Weicrtstrass, teorema de 


55 
Wilson, teorema de 131. 


Simbolos y Notación 


Los símbolos y notación siguientes aparecen por primera vez y se definen 


en las páginas que se indican a la izquierda. 


mesa rroma 
16,19 = 137 po 
16,29 < 154 fs) 
16,29 > 157 [s] 
21 A 158 Jant 
23 a 159 e 
33,84 ajb Ne 
37 a — b) 159 lim 4, 
$9 el pS 
47 JL, R$ 162 Žan 
57 No 163 »n=1 
64 (a, b) 165 lim f(x) 
66 n(z) aaa 
2l 165 lim f(x) 
80 RIk xa 
Ria 168 Su 
82 R*(i) 170 px) 
86 bla 172 px) 
87 (a, b) 210 S. 
87 a, b] 224 lij = L 2.. 
95 be 224 — lanhij=12...,n 
99 JE 225 Pa 
107 334, 229 (ab) 
106 a=b (mod m) 236 X 
a P my 253 Cr 
r| me m, 
122 ọm) 22 + 


